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ПРЕДИСЛОВИЕ

В настоящее время на русском языке имеется богатая

литература по интегральным уравнениям. Достаточно упо-
упомянуть прекрасные книги И. Г. Петровского, С, Г. Михлииэ,
главы нз капитального труда В. И, Смирнова «Курс выс-

высшей математики», книги У. Ловитта, Ф. Трикомн и др.
Однако, насколько нам известно, на русском языке

нет книги, где были бы собраны воедино задачи и примеры,
иллюстрирующие отдельные положения теорки и методы

решения интегральных уравнеЕШй.
Предлагаемый сборник задач, по нашему мнению,

в какой-то мере восполняет этот пробел. В нем приведены

некоторые методы решения интегральных уравнений^ за-

задачи па разыскание характеристических чисел, некоторые
приближенные методы. Остались незатронутыми мно-

многие специальные вопросы из области интегральных
уравнений, поскольку авторы преследовали чисто учебные
цели — проиллюстрировать и закрепить на примерах ос-
основные положения теории.

Считаем своим приятным долгом поблагодарить
доц. Л. Я- Цлафа, внимательно прочитавшего рукопись
и сделавшего важные для нас указания и замечания. Мы

глубоко признательны проф, М. И. Вишику за его советы

и принципиальное одобрение пашен работы.
Все замечания и пожелания, связанные с задачником,

будут приняты нами с благодарностью.

М. Л. Краснов
Л. И. Киселев

Г. И, Макаренко

Москва — Дубна, 1966 г.



ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

1Т Измеримые множества. Пусть Е — некоторое множество точек

отрезка S — [а, Ь\- Обозначим через СЕ множество, дополнительное

к F. относительно £, т, е_, го определению, С^ состоит нз точек, не при-

принадлежащих Е,
Точки множестве £ различными способами можно заключить в ко-

конечную или счетную систему интервалов

Сумму длин интервалов %,«,,,, ,, ц.п, . . . обозначим через £а. Для

любой системы интервалов, покрывающих Е,

Нижняя грань 2а, зависящая только от множества £", называется
внешней мерой Е и обозначается т"Е, Из определения внешней меры

следует, что для любого е ^> 0 можно найти такую систему интервалов

с^, Oj, - .

., <хп, . -

,, включающих в себя все тоякк множества Е, что

Внутренней мерой ттЕ множества £ называется разность между

отрезка 5 и внешней мерой дополнительного множества, т, е.

т*Е = fc — а — тщСЕ.
внешняя и внутренняя меры множества Е равны, то множе-

множества Е называется измеримым по Лебегу (иди просто измеримым), а об-

общее значение мер т*Е и тлЕ называется мерой множества Е по Лебегу
(или просто мерой Е) и обозначается тЕ или mes E.

Мерой интервала (а, Ь) является &го длина: mes (а, Ь) — Ь — а.

Множество о> точек интервала (а, Ь) называется множеством меры нуль,
если со можно покрыть интервалами, сумма длин каторуя как угодно

2. Функция дейсгрнтелького переменного {{х), определенная да

измеримом миожесгир Е, называется измеримой, если для любого числа

А множество Ч£ (f {х) > Л), ергтаящее нз тех точек х, принадлежащих

множеству Е> для которых f (х) ^> Л, измеримо по ЛеСегу.
Замечаний. Требование об измеримости множества 3" (/ (х) > А)

можно заменить одним цд гледующич трех й
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1) множество $ {f (х) ^ А) измеримо,
1) множество # if \x) < А) измеримо*
3) множество #(/(*)< Л) измерима.
3. Функция f {х), неотрицательная на кятер&аде (a, й), наэьшдетсл

суммируемой на этом интервале, если t f (*) с£с кпнечен *).
а

Функция / (jr) произвольного знака будет суммируемой яа интер-
интервале (а, й) тогда к только TQrflad когда суммируема функцля |f(*) |,

т. е. когда интеграл \ | f (x) J rf* имеет конечное значение,

а

Б дальнейшем мы будем иметь дело с основным интервалом

1 = {а, Ь) (или /а — [0, я)) и основным квадратом Й {« < ^, f<6)
(иди Йо {0^ л, г<а))т

4. Пространство 1^ (а, Ь). Говорят, что f(x) есть функция с инте-

грируёмым квадратом на [а, Ь], если интеграл

существует (ковечен). Совонулность век функций с интегрируемым
квадратом на [а, Ь\ обозначим i3 [а, Ь) или коротко £j.

Основные свойства функций из 1^

]с Произведение двух функций с интегрируемым квадратом есть

кнтегрируемэя функция.
2° Сумма двух функций из 1$ также принадлежит Lj.
if Еслн / (jt) £ 14 и >. — пролзвольяое действительное число, то

4° Еслн / (х) S Ц н g (х} £ ^, td имеет место неравенства Буня-
козскога — Швариа

Ь t b

л а а

Скалярным произведением двух функций I (х) £12 н g (x) e ta,
по определению, называется число

*} Интеграл понимается s смысле Лебега, однако читатель, незна-
незнакомый с интегралом Лебега, может всюду понимать интегралы в смысле
Римана.
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Нормой фушщнн / (х) кг 1В называют неотрицательное число

=--у J

5° Для f (х) н g {х) из La имеет место неравенство треугольника

Of + fiKlfll-Hell. <*>

6° Сходимость е среднем. Пусть функция f{x) н /i {x)>
h (*),.., ^„{д:),-.. квадратично суммируемы на (я, ft). Если

= О,

то говорят, что последовательность функций /t {л)( Д (*), . . . сходится
е среднем идн, точнее, в среднем квадратичном к функции / (х).

Если последовательность {fn (*)} функций из La сходится равно-
равномерно к f(x), то / (л) ^ La и (^я (x)J сходится к f(x) в среднем.

Говпрнт, что паследовгт&льяасть {/ч (ж)} фуиниды из £2 сходится
fi среднем в ееОе, если для любого числа в > 0 существует такое число

jV > 0. что

дри пУ> N к ту* N. Иногда сходящиеся в себе ггоследов.этелыгосгн
называются фундаментальными. Чтпбы последовательность {$л (х)}
сяодклась в средн&м к неиотороч функции, веобюдимо н достаточно,

чтобы эта последовательность была фундаментальной- Пространство L2
полно, т. е. всякзр фундаментальная последовательность функций
нз А, сходится и функции, также прнЕтадлежащел ia.

Две функции / (я) и g {х) из L2 (а, Ь) называются эквивалентными

be (a, it), если ^ (х) =/= g {x) лишь нн множестве м^ры нуль. В зтом случае
говорят, что / (х) ~ g {xf почти всюду на (а, Ь).

5. Пространство С* ' (a, ft). Эйементамч этого пространства
ются всевозможные функции, определенные на отрезке fa, Ь\ к
щне на этом отрезке непрерывные производные до Ш включительно.

Операхшн сложение функций к умножении функций нз число опреде-
определяются обычным образом. ;

Норму элемента / (л) £ С^ (с, Ь) Определяем по формуле ■:
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Сходимость в С11> (а, 6) означает равномерную сходимость как после-

последовательности самих функций, так и последователькостей их производ-
производных fe-ro порядка F=1,2 О-

Понятия измеримого множества, измеримой функции, суммируемой

функции
к т. д. переносятся ра случай пространства большего числа

измерений. Так, например, фуппикю F (x, t) будем называть суммируе-
суммируемой с квадратом на fi {« < л, t ^ Ь), если ннтеграл

ьь

функции F (ж, 0 в этом случае определяется равенством

ГЪ

В. Функция / (z) комплексного переменного z, дифференцируемая
в каждой тэтке области G плоскости комплексного переменялго г, на-

называется цяйл^литмляЙ (регулярной) в этой области,

функция f (г) называется целстЛ, если она аналатическвя ао всей

скчстн (исключагг бесиоа&чно удаленную точку).
Функция f (г) насыпается мероморфной (или дробной), если она

fi предсгавленз в внде частногр двул целых функций:

Мероморфкая функция f (z) а любой ограниченной области может ныеть

лишь конечное числа полюсов.

Точка z — а называется изолированной особой тачкой функции
f (г), «лк существует окрестность 0 <О z — о J <^ 5 этой точки, в кото-

которой f (г) аналнтична, а в самой точке z— а а.нал иточность функции
нарушается, Изолированная особая точка г— а йазыазется гюлюа^м

функции f (r), если

lirti I (z) ~- оа

(предполагается, что f (г) однозначна в окрестности точни г ~ a, t ф а).
Для того чтобы точка z = а была полюсом функции / (г), необхадн-

1
мо и достаточно, чтобы эта точка была нулем для функции ср (г) = 7?гТ'
т. е. чтобы <3> (о) = Q.

" "

голюса г = а функции f (г) ваэывают тюрядок нуля
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7, Вычетом функции f (г) з изолированной особой точке z = a

называется число

где с — окружкость | г — а \ = р достаточно малого радиуса.
Если точка г = а есть полюс л-го порядка функции / (г), то

ДЛЯ ПРОСТОГО 1ТОЛЮСЭ (П — ])

Если / (г) = jtt^j + причем ф (а) ф 0, а Ц> (г) в точке 2 = а имеет

нуль первого порядка, т. е. ^ (а) = 0, i|j' (а) ф 0t то

8. Лемма Жордана. Если f (г) непрерывна в области \z\^Ra
Im г ^ а (а — фиксированное действительное число) и lim / (г) = 0,

Z-*oo

любого л ^> 0

]im

^ окружности [ г j = /?, лежащая е рассматриваемой
области-

9. Фунтйт /(ж) называется локально суммируемой, если она сум-
суммируема на любом ограниченном множестве.

Пусть комплекснозначная функция <р (£) действительного перемен-
переменного t локально суммируема, равна нулю при г<^0 и удовлетворяет

условик> | ф (t) | < Mes^ для всех i Ш > 0, ^ >. 0). Такие функции
Ф (/) будем называть фунщияли-оригинадами. Число Sg называется
показателем роста функции ф@-

Преобразованием Лапласа функции ф (/) назовем функцию Ф (р)
комплексного переменного р — з + »о", определяемую равенством

e~Pftp (i) df.

Для всякого оригинала ср (t) функция Ф (р) определена в полуплос-

полуплоскости Re р > s0 и является в этой полуплоености аналитической функ-



ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 11

цией. Тот факт, что функция Ф (р) есть преобразование Лапласа функ-
функции фA)' будем записывать так:

10, Теорема обращения. Если функция <р {() является оригиналом,
а функция Ф (р) служит ее изображением, то

я& интеграл берется вдоль прямой Re р = Yi параллельной мнимой оси,
и понимается в смысле главного значения:

Формула (*) называется формулой обращения преобразования
Лапласа. Если

где Af (/>) w N (р) — многочлены от р, причем степень многочлена М (р)
меньше степени многочлена N {р), то оригиналом для Ф (р) будет

где oft—полюсы Ф (р), nk—их порядки и сумма берется по всем

полюсам функции Ф (р).
В случае, когда все полюсы а^{к

— 1, 2, ,,,,() функции Ф (/?) =

М(р)
=

лГТ^ простые,

N

II. Теорема умножения {теорема о свертке). Пусть функции
f (О и Ф @ яяля'отся функциями-оригиналами, и пусть
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Интеграл в правой частя E) называется сверткой функций /(О
и ф(£| н обозначается символом f(f) *<${().

Таким образом, произведение изображений является также изо-

изображением, именно изображением свертки оригиналов

12, Пусть функция j (х) абсолютно интегрируема на всей оси

^ -Ь оо. Функция

называется преобразованием Фурье функции
Формула o6p"iuo}um преобрязовалия Фурье имеет вид

!
АЛ

—со

Чтобы придать формулам прямого и обратного преобразований
Фурье большую симметричность, их часто записывают в виде

1



ГЛАВА I

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА

§ 1. Основные понятия

Уравнение

^ , A)

где f (х), К (х, t) — известные функции, q> (х) — искомая функция,
К—числовой параметр, называется линейным интегральным уравне-
уравнением Вольтерра 2 го рода. Функция К {х, t) называется ядром урав-
уравнения Вольтерра. Если f {х) =е 0, то уравнение A) принимает внд

t B)

я называется однородным уравнением Больтерра 2-го рода*

Уравнение

где ф (х) — искомая функция, называют интегральным ур
Вольтерра 1-го рода. Не нарушая общности, можем считать нижний

предел а равным нулю, что мы и будем предполагать в дальнейшем.
Решением интегрального уравнення A), B) или C) называют функ-

функцию ф (х), которая, будучи подставлена в это уравнение, обращает
его в тождество {ло х).

i
Пример. Показать, что функция ф (х) = ,'JT*^ является

решением интегрального уравнения Вольтерра
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Решение, Подставляя вместо ф (х) в правую часть D) функ-

функцию h/t , будем вдеть

Таким образом, подстановка ф(*) — ~> ттг, в обе части уравне-

уравнения {4) обращает последнее в тождество по х:

1 t

Это означает, согласно определению, что ф (х) — ,, есть реше-

решение интегрального уравнения D).

Проверить, что данные функции являются решениями
соответствующих интегральных уравнений.

fV
*■

[I — (x — f)e?*]y(t) dt.

о

3 y() y() +

X

4 (*)

х\

а
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6.

Замечание. Интегральные уравнения Вольтерра возникают

в тех задачах физики, в которых существует предпочтительное направ-
направление изменения независимого переменного (например, времени, энер-
энергии и т. д.).

Рассмотрим пучок рентгеновских лучей, проходящий через вещест-
вещество в направлении оси ОХ. Будем считать, что при рассеянии пучок со-

сохраняет это направление. Рассмотрим совокупность лучей с задан-

заданной длиной волны. Проходя через слой вещества толщины dx, часть

этих лучей поглощается, а часть изменяет длину волны из-за рассеяния,

С другой стороны, эта совокупность пополняется за счет тех лучей,
которые, обладая первоначально большей энергией (т. е. имея меньшую

длину волны Я), теряют часть своей энергии из-за рассеяния. Таким об-

образом, если функция / (Я, *) ifk задает совокупность лучей, длина волн

которых заключена в интервале от X до X + <&v то

где ц
— коэффициент поглощения, а Р (к, T)dz — рероятносгь того, что

луч с длиною волны т, проходя слой единичной, толщины, приобретает
длину волны, заключенную между X н Ъ, + dkr

Мы получили так называемое ихтегро-дифференциальное уравне-
уравнение, т, е. уравнение, в котором неизвестная функция f {X, х) входит

под знак производной и интеграла.

Полагая

1"Д« ф [К р)
— новая неизвестная функция, найдем, что ф (Л, р) будет

удовлетворять интегральному уравнению Вольтерра 2-го рода

?-pi
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§ 2. Связь между линейными дифференциальными
уравнениями

и интегральными уравнениями Вольтерра

Решение линейного дифференциального уравнения

dny dn^y
A)

с непрерывными коэффициентами й^ж) {t = 1,9, ..
м л) при началь-

начальных условиях

у @) - COt / @) = С, /"-« @) = Cn_t B)

может быть сведено к решению некоторого интегрального уравнения
Вольтерра 2-го рода.

Покажем это на примере дифференциального уравнения 2-го поряд-
порядка

Полагаем

^ = ФЗД. C)

Отсюда, принимая во внимание начальные условия B'}. последовательно
находим:

X X

^LV{t)dt + Cu у = [{х-
II О

При этом мы использовали формулу

n

Учитывая C) и {4), дифференциальное уравнение {]) запишем так:

А X

- ? аг (х) ср it) dt 4- Cifli (х) Н- \ ва (х) (* — О

-j- Ci^da (Jt) + Соя* (X) = F (X)
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или
х

] fo ) — t)\ ср (О Л =

t) — Coc; {*)■ E)() () () {
Полагая

Л" {х, 0 - — Effi to 4- GS (*) (a: — 01. F)

jF (л) = F (x) - C,a, (x) - Сххаг (*) - Соаг (л), G)

приведен E) к виду

т. е. прядем к интегральному уравнению Вольтерра 2-го рода.
Существование единственного решения уравнения (8) следует из

существования гг единственности решения задачи Коши (J*) — B') для

линейного дифференциального уравнения с непрерывными коэффициен-
коэффициентами в окрестносги тачки л: = 0.

Обратно, решая интегральное уравнение (8) с К и f, определенными
по формулам F) и G), и подставляя выражение, полученное для ц>{х),
в последнее из уравнении D), мм получим единственное решение урав-
уравнения (L'), удовлетворяющее начальный условиям <2').

Пример, Составить интегральное уравнение, соответствующее
дифференциальному уравнению

1Г+яу' + »^0 A)
и начальным условиям

»№=U 0ЧО)=О. B)

Решение. Полагаем

Тогда

О 0 0

Подставляя C) к <4) в данное дифференциальное уравнение, найдем

X X

4{x)+[xq>{fldt-l-{{x— i)y{t)dt + \ =0

о о

ИЛИ

X
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Составить интегральные уравнения, соответствующие
следующим дифференциальным уравнениям с заданными

начальными условиями:

Э- У"+У = О; р@) = 0, *'@)= 1.

10. у' -у = 0; у{0) = X.

11. у» + у = cos .vi у @) - (/' @) - 0.

12. / - 5/ + Ьу - 0; у @) = 0, у< @) = 1.

13. у'Ч-у^ cos х\ у @) = 0, у' @) - К

J4. у" — у' s\nx-\-e*y = х; у @) = 1, f/' @) = -1.

15. у" + A +**)</ = cos*; </@)=0. i/' @> = 2.

1в. if + V + (^ - *) f/ = лв* + 1;

17. йГ

18* Показать, что линейное дифференциальное уравне-
уравнение с постоянными коэффициентами при любых начальных

условиях сводится к интегральному уравнению Вольтерра
2-го рода с ядром, зависящим лишь от разности аргументов
(х — f) (интегральное уравнение с замкнутым циклом или

уравнение свертки).

§ 3. Резольвента интегрального уравнения Вольтерра.
Решение интегрального уравнения

с помощью резольвенты

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода

, 0)

где К (х, t) есть непрерывная функция при 0<*=^а( 0 ^ * < я,
a f (х) непрерывна npir 0 < х ^ а.

Будем искать решение интегрального уравнения A) в виде беско
нечного степенного ряда по степеням X:

ср <*) - ф, [х) + 4i (** + ^г<Р? W + ■ ■ ■ 4- ** ?« (х) + ■ ■ • B)
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Подставляя формально этот ряд в (I), получим

Те (л) + 1Ы*) + .. ■ + *Ч, (х) +

а

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Я, найден:

№ (х) = f (x)t

/С (*, 0 <р„ (J) Ш={к {Xl t) I (t) df. D)
о

Соотношения D) дают способ последовательного определения функций
срп (л). Можно показать, что при сделанных предположениях относи-
относительно f (х) а К (х, t) полученный таким образом ряд B) сходится рав-
равномерно по х к А при любом А и х е [0. о] а его сумма есть единственное

решение уравнения A).
Далее, из D) следует;

Ч>1 {*) = $*(*. 0/@Л, E)

9i (х) = J /С (л, 0 [5 К С, h) \ (h) dtxj dt ^

J»(*, h)f(h)dtu (в)
0 t, О

где

Katx3ti)=\K(x,t)K(ttti)dt.
'

G)

Аналогично устанавливается, что вообще

9rt (j) = ( Кп (х, О ПО dt (п ^ 1, 2,...). {«)
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Функции Кп (х, I) называются повторными или итерированными ядра-

ядрами. Они, как нетрудно показать, определяются при помощи рекуррент-
рекуррентных формул

К,(х, 0= К(х, 1),
X

Kn+1(x,t)^K{x,z)KnB,l)dz (/i = iB,.t-), (9)

Используя (8) и (9), равенство B) можно записать так:

Функция R (х, t; X)r определяемая при помощн ряда

со

R (х, t; X) = 2 ^"Kv+i (*. 0, A1)

называется резольвентой (или разрешающим ядром) интегрального
уравнения A). Ряд A1) в случае непрерывного ядра К (*, t) сходится
абсолютно и равномерно.

Повторные ядра, а также резольвента не зависят от нижнего пре-

предела в интегральном уравнении.
Резольвента R (x, t: Ц удовлетворяет следующему функциональ-

функциональному уравнению:
X

)R{s, t- X)ds. A2)

С помощью резольвенты решение интегрального уравнения A)
запишется в виде

х

[ (x, t; X) f {t)dt A3)

(см. [61, [16]),
Пример. Найти резольвенту интегрального уравнения Воль-

терра с ядром К (х, f) — '•

Решение. Имеем Кх (х, i)= К (*> 0 = 1- Далее, согласно фор-
формулам (9)

i

(x —
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К„ f.t. t) =
(x-tY

Таким образом, согласно определению резольвента

л—0

Найти резольвенты для интегральных уравнений Воль-

терра со следующими ядрами:

20. К (х, t) = е-*-*.

21. К(х, t) = ex*-<

22.

25.

Предположим, что ядро К (х, t) есть многочлен (п — 1)-й степени

относительно t, так что его можно представить в виде

причем коэффициенты ak {x) непрерывны в [0г а\. Если определить функ-

функцию g (x, t\ Ц как решение дифференциального уравнения

A5)

удовлетворяющее условиям

dx1
lift)
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то резольвента ft (я, t; X) будег определяться равенством

Аналогично в случае, когда

K{x,t) = bu{t) + bl(t)(L^x)+,.,+ j^:Tp{t-xf-x< A8)

резольвента

где g (л, f; к) есть решение уравнения

удовлетворяющее условия^ A6) (см. [61).
Пример: Найти резольвенту интегрального уравнения

Решение, В данном случае if {x, t) — х— t,\ = \; Следователь-
Следовательно, согласно A4) ах (х)= \, асе остальные ак {х) = 0.

Уравнение A5) в этом случае имеет влд

откуда

S (*> i\t) = S (*. 0 = С, (I) е* + Са (i)^.

Условий A6) дают

d^ + C-W^-O.
B1)

Решая систему B1), находим

C0
"

и, следоРательно,
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Согласно A7)
R (х, t\ 1) = |sh (х — t)Vx = sh (x — 0-

Найти резольвенты интегральных уравнений со сле-

следующими ядрами (X — 1):
26. К (х, 0 = 2 - (* - 0*
27. tf(.t, 0 = — 2 + 3(*— 0-
28. Д' (х, i) - 2х.

30. Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра»
ядро которого завЕтсит лишь от разности своих аргументов

(\=\). B2)

Показать, что для уравнения B2) все повторные ядра и

резольвента также зависят лишь от разности х — t.

Пусть функции f (x) к К (х) в уравнении {22) есть функции-ори-
функции-оригиналы. Применим к обеим частям B2) преобразование Лапласа и,
используя теорему умножения (преобразование свертки), найдем

где

Ф [х) = Ф (р).

Отсюда

Используя результаты задачи 30, мы можем написать решение инте-

интегрального уравнения B2) в виде

X

Ф (х) = f (х) + ^R (х- t)f(t) dt, B4)
о

где R {х—t) — резольвента интегрального уравнения B2),
Применив к обеим частям уравнения B4) преобразование Лапласа,

ЯаЙДем
^

(p).
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где

Отсюда

Подставляя в B5) выражение для Ф (р) из B3), получим

B6)

Оригинал для R (р) будет резольвентой интегрального уравнения {22).
Пример. Найти резольвенту интегрального уравнения Воль-

терра с ядром К (xt t) = sjn (x— С), *■ = i^

I
Решение. Имеем д (р) = а

. . . Согласно равенству B6)

1

Следовательно, искомая резольвента интегрального уравнения

R fyt f; I) - х — L

Найти резольвенты иигегральных уравнений Вольтерра
с ядрами (Я=1):

31. К(х> f) =sh(x — f).

32. /С (^ 0 = ен*'°*

33. /С (jc, 0 = e-<^'>sin (х — О-
34. К(х, 0 = сЬ (х- f)^
35. К{х, Г) = 2 cos (x— t),

П р и м е р, С помощью резольвенты найти решение интегрального

уравнения

Решение. Резольвента ядра К (*, t)
~ в* при X = I

есть R {х, t; I) = е*~* ех°~~1* (см. Хэ 21), Согласно формуле A3) решение
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данного интегрального уравнения

Используя результаты предыдущих задач, найти с по-

помощью резольвент решения следующих интегральных урав-
яений:

36. <t(x) = ex

37. y(x) = slnx±2
о

38.

39.

о

X

40. <p (x) = 1 — 2л; —- \
о

ж

a

л

43.

44. у{) \
Q

X

45. (f (jc) === е-* + Je-^-'>sin(x— 0<p{t)di.
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Замечали е. I. Однозначная разранимость интегральных
уравнений Больтерра 2-го рода

^ A)

имеет место при значительно более общих предположениях относительно

функции f (х) и ядра К" (х, t), нежели нх непрерывность.

Теорема, Интегральное уравнение Вольтерра 2-го роди A),
у которого ядро К (х, t) и функция f {x) принадлежат соответственно

простраист$ам £,а (Q№) и £а {0, й), имеет одно и только одно решение
из пространства £?@, а)-

Это решение дается формулой

(x,t;l.)f(£)dt, {2}

где резольвента R (х, V, X) определяется пря помощи ряда

R (х, t: X) = 2 XV/Cv,i (*> 0, C)

составленного из итерированных ядер н сходящегося почти всюду-
Замечание 2. В вопросах единственности решения инте-

интегрального уравнения существенную роль играет класс функций, в ко-

котором ищется решенне {класс суммируемых функций, квадратично сум-
суммируемых, непрерывных и т. д.).

Так> если ядро К (х, t) уравнения Вольтерра ограничено, когда х
меняется в некотором конечном интервале (а, Ь), так чго

| К (х, I) |< Mr M = const, х е (с Ь),

и свободный член f (x) суммируем в интервале (at Ь), то уравнение Воль-

Вольтерра при любом значении X нмеег в интервале (я, Ь) единственное сум-

суммируемое решение %>(х).
Однако если отказаться от требования суммируемости решения,

то теорема единствениости перестает быть верной в том смысле, что урав-

уравнение может иметь ларяду с суммируемым решением еще и иесуммируе-

мые решении.

П. С. Урысон A271) построил изящные примеры интегральных
уравнений (см, ниже примеры 1 и 2), которые наряду с суммируемыми
имеют н несуммируемые решения даже в том случае, когда ядро К (х, t)
н функция / (х) непрерывны.

Будем считать для простоты f (x) ~ 0 и рассмотрим интегральное
уравнение

A)
о

где К (х, I)— непрерывная функция.
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Единственным суммируемым решением уравнения (I) будет ср(лс}= 0.

Пример 1. Пусть 0 <; *< jf ^ I,
1

. _
1

К {к. t) =

О,

В квадрате &rt {0 < я. if< 1} ядро Л" (лг5 *) ограничено, так как

О < К (х, t}^x^L Более того, оно непрерывно при 0<*<я.

Уравнение (I) в этом случае имеет очевидное суммируемое решение
<р (х) = 0, н в силу сказанного выше других суммируемых решений это

уравнение не имеет.
С другой стороны, непосредственной проверкой убеждаемся, что

уравнение (I) имеет бесконечное множество несуммнруеммх в @, 1)
решений вида

С

Ф(*)= —

(С — произвольная постоянная, х =£ 0).
В самом деле, учитывая вмражениеB) для ядра К (х, t), находим

4

— л
- - - ■ "^ с

Таким образом, получаем

с
Это и означает, что q>{x) ~ — есть решение (несуммируемое) уравне-

уравнения A).
Пример 2. Пусть 0 <1/ ^ х <| а (а ^> 0 — любое, в частности

Функция AT (#, 0 даже голоморфна всюду, за исключением точ-

точки @, 0). Однако уравнение (I) с ядром C) допускает несумлшруемые
решения, В самом деле, уравнение

X

''. ,' хС- 2 arctg x~
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имеет суммируемое решение, так как функция

ограничена и непрерывна всюду, кроме точки х = О,

Фучщия

О, х ^ 04

где ^ (*) — решение уравнения {4), будет уже несуммнруемым реше-
решением уравнения A) с ядром C).

Действительно, для х^>Ь имеем

X X X

2 [■ хР 2 xdt

^)d qr?. F)
0 0

В силу уравнения D) первое слагаемое б правой части F) есть

2 arctg яа

Второе слагаемое дает

А ( xdi
e A fJ_ L\t=x = A

a

Тактл образом,

2 arctg Jt3 2

а это и означает, что функция tp (л), определяемая равенством E), есть

несуммируемое решение уравнения A) с ядром C).
Пример 3. Уравнение

имеет одно и только одно непрерывное решение tp (х) ^ 0. Непосред-
Непосредственной подстановкой убеждаемся в томР что это уравнение имеет,

кроме того, бесконечное множество разрывных решений вида

где С — произвольная постоянная.
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§ 4. Метод последовательных приближении

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода

о

Булем предполагать, что / (х) непрерывна б [0, о], а ядро К" (*, /) непре-
непрерывно при 0<ле<й, 0< t^x-

Возьмем какуголибо непрерывную в [0, а] функцию Фо (л). Подстав-
Подставляя в правую часть уравнения (I) вместо ф (jc) функцию (р„ (х), получаем

(х,

рд таким образом функция ф1 (х) также непрерывна на от-

отрезке [Ot a\. Продолжая этот процесс, получим последовательность

функций
Ф* (*).<Pi (ж) Фп (х), . .

.,

где

Фя (л) = (W + к J К (х, 0 4Vi (О Л.

о

При сделанных предположениях относительно/ (л) и /f (x, 0 последова-
последовательность (фп (д;)} сходится при п -* «э к решению <р (дг) интегрального

уравнения A) {см. [14]}.
Если, в частности, в качестве ф0 (х) взять f (я), то ф^ (х) будут как

раз частичными суммами ряда B) из § 3, определяющего решение инте-

интегрального уравнения (J). Удачный выбор «нулевой» приближения
ф0 (х) может повести к быстрой сходимости последовательности {ф^ (х)}
к решению интегрального уравнения.

Пример, Методом последовательных приближений решить
интегральное уравнение

взяв ф0 (л) = 0.
Решение. Так как Ф& (ж) = 0, то Ф1 (л) = 1. Далее,

Ф, (ж) = 1 + 5
о

о
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Очевидно,

= cx. Отсюда следует, что фя{*)-» ех. Нетрудно проверить, что

п-*са

функция qj (x) = ек есть решение данного интегрального урав-
уравнения.

Методом последовательных приближений решить сле-

следующие интегральные уравнения:
X

46. ю (at) = х \
а

х

47. ф(лг)= 1 —

48,

49. 5
о

а) ЧРо (лг) = 1, б)

50. ф<*)=-£ + *

о

а) фй(^)=^ 1, б) фо(^) = л, в)

51.

52. p()
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53. y(x) = 2xz + 2
о

а) щ(х) = 2, б)

54. у{х)=*-^2х—
о

55. Пусть К (х, t) удовлетворяет условию
а х

о о

Доказать, что уравнение

имеет при любом X единственное решение у {х) = 0 в классе

1г @, а).

Метод последовательных приближения может быть применен и

к решению нелинейных интегральных уравнений Вольтерра вида

B)
б

нли более общих
X

C)

при весьма широких предположениях относительно функций F (х, t, г)
и / (х), К уравнеашо рнда B) приводится задача решения дифференци-
дифференциального уравнения

sx *—^

Кап и в случае линейных интегральных уравнений, будем искать реше-
решение уравнения C) как предел последовательное™ (фп (х)}, где, гашрн-

меР. Фо (*) — f (*}. а следующие элементы <f%(x) вычисляются последо-

последовательно па формуле
X

= 12, ) (А)
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Если f (х) » F {х, t, г) суммируемы с квадратом и удовлетворяют
условиям

| F (х, Ittt)—F [х, t, г,)|<С (л, *) \ч - гх |, E)

о

где функция а {х, t) и п (х) таковы, что в основной области

@<КК)

то нелинейное кнтегральиое уравнение Вольтерра 2-го рода C) им№т,
и притом единственное, решение <р (х) е Ц @, а), которое определяется
как предел <рп (х) при л —■ <ж:

Ф (я) ~ Urn *р„ (х),
/1-*оо

где функции <р„ (х) находятся по рекуррентным формулам D), В ка-

качестве ф0 (х) можно взять любую функцию из is @, а) (в частности, не-

прврмвную функцию), для которой выполняется условие F). Заметим,
что удачный выбор нулевого приближения может облегчить решение
интегрального уравнения.

Пример. Метолом последовательных приближений решить
интегральное уравнение

рэяв в качестве нулевого приближения: L) ф& (jc) = 0; 2) <рп (л) = я.

Решение. 1) Пусть g>0 (л) = 0. Тогда

=

J Г
dt

о

' 1 + arctg2 (
\

J

о

= arctg* + -q-arctg3*+ ^rarctg&x:4- 7-qarctg' x.
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ffJ( I
•Pi <*) = \ "П.р di =■ arctS х + у arctS' *

а

17 38 134
** + ** ++

9-И.31.25

7.9,ia-arc(g"x + 7*.8M

Обозначая arctg x = а н сравнивая выражения для фп (я) с разложе-

разложением

tg „ = 2 i-Г f2v)!
"
Vм ■ I« К -г -

ГД* Bv —. "гнела Бернуллн "), замечаем, что

Нетрудно проверить, что функция ср (х) = д: есть решевще данного ки-

тегрального уравиетшя.

2) Пусть фа (*) = х. Тогда

Аналогично находим <рл (л) = х {п = % 3, . . .).
Такям образом, последовательность {Фп (х)} есть сгационараал

последовательность (*}, предел которой ф (х) = л. Решение данного
интегрального уравнения получается сразу:

Ф №
= *

56. Методом последовательных приближений решить
интегральное уравнение

*) Числа Бернулли 5ач>+1 с нечетным индексом все равны нулю,

1

кроме Bi = — -а-. Число Во = 1, числа Вгч определяются рекуррент-

рекуррентными формулами

n
*

■
* VI

2* 2v -J- 1 "•" 2 Д]

2 M. Л. Краснов й др.
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571 Методом последовательных приближений найти вто-

второе приближение ср2 {х) решения интегрального уравнения

58. Методом последовательных приближений иайтн

третье приближение <р3(*) решения интегрального урав-
уравнения

§ 5. Уравнения типа свертки

Пусть <ft (x) и (р4 (х) — две непрерывные функции, определенные
при х > 0. Сверткой этих двух функций называется функция *рв (х),
определяемая равенством

X

Фа [х) - ^ Ф1 (* - 0 Ti @ <«, A)

Эта функция, определенная при ж> 0, будет также непрерывной функ-
функцией. Если ф, (х) н <fi {x) являются функциями-оригиналами для пре-
преобразования Лапласа, то

5?<ра=$йр1>#Фь B)

т. е. нзображенне свертки равно прокзведены to изображений свертывае-
свертываемых функций (теорема умножения).

Рассмотрим интегральное уравнение Больтерра 2-го рода

X

ядро которого зависит лишь от разностк х— i- Будем называть урав-
неине C) интегральным уравнением типй свертки,

Пусть / (х) и К (х) —достаточно гладкие функции, растущие при
х -"• ос не быстрее показательной функция, так что

Применяя метод последовательных приближений, можио показать, что

р этом случае и функция ф (х) будет удовлетворять оценке типа D):
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Следовательно, может быть найдено изображение по Лапласу функций
/ (х), К (х) и <р (х) (оно будет определено в полуплоскости Re p =
=- s > max {s,, sa, s9)).

Пусть

f <*) == P (P), 9 W =Ф <P)i ^WpK (P).

Применяя к обеим частям уравнения C) преобразование Лапласа и

используя теорему умножения, найдем

Ф(Р)-/Г(Р)+^(Р)Ф(Р). (о)
Отсюда

Оригинал ф (л) для Ф (р) будет решением интегрального уравнения C)
(см. Г22]).

Пример. Решить интегральное уравнение

<p (x) = sin x -f 2 \ cos (* — t)ф (О Л.

0

Решение, Известно, что

sin x f^
„в _i_7 * cos л г^

з .

| ,

Пусть ф (л) ==£Ф (р). Применяя преобразование Лапласа к обеим частям

уравнении и учитывая при этом теорему умножения (изображение
свертки), получим

1 _2р_

Отсюда

Следовательно, решение данного интегрального уравнения есть

Ф (ж) = jff^.

Решить следующие интегральные уравнения:

59.
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60.

6Г.

О

X

г

62. <р(*) = х —

о

*

63, ф (л) = cos х— 5 (я — 0 cos (jc — 0 <р @ iW.
А

64, <р(*:)= 1

65, q){Jt) = Jt

66. ср(*) = Sjn

67. ф(дг) = д:

68. ф(д;)= 1 — 2х — 4jc*-f 5C —6(д: — /)—

69. ф() c

*

70. ф (дг> = 1 4_ 2 ^ cos

72. Ф(ас) = соя
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Преобразование Лапласа может быть использовано при решении

систем интегральных уравнения Вольтерра вида

=-1.2 s),

где Кц (х), fi(x)—известные непрерывные функции, имеющие изоб-

изображение по Лапласу.
Применив к обеим частям F) преобразование Лапласа, получим

= 1,2 s). G)

Это снстемй линейных алгебраических уравнений относительно Фу (р).
Решая ее, найдем <Pj (р), оригиналы для которых н будут решением

системы интегральных уравнений F).
Пример. Решить систему интегральных уравнений

(х) = 1 - 2

= 4г

@ dt + J
о

о

(8)

Решение. Переходя к изображениям и используя теорему
об изображении свертки, получим

1 2 1
.

Р Р —

4 1

Решая полученную систему относительно Ф1 (р) и Ф3 (р), найдем

р 1 1

'

"

Q
'

п •> + Ч

1

9 jp—2
"""

3 (р

Оригиналы для Ф2 (р) и Фя (р) равны соотиетствеиво

1

S 1
-ж

8
~«

вв^ «Я ■* I ■ I Л ^
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Функция 9i (x)r fa {%) суть решения исходной системы интегральных
уравнений (8).

Решить следующие системы интегральных уравнений-

73,

{х) = sin х -V-

74. ^

75.

e* 4- \ ф, @ dt — J е^фа {t) dt.

76. -[

77.
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78. (x) =cos x— 1 +

з (*) — cos х Н- J ф1@
о

7». = _ л -f- J (x— 09j (t) dtt

— 1 —\q>i(/)^.
о

§ 6* Решение лнтегро-диффереициальных уравнений
с помощью преобразования Лапласа

Линейным интееро-дифференциальным уравнением называется ур»«-*
веане вида

(*) + ... + а„ {х) ц,(х)

Здесь оо(л) ао{*}. / (*)» ^т (■*, О (т = 0, 1 s)— извест-

известные функции^ <р(#)
— искомая функция.

При решении интегроднфферендиальньгх уравнений (I), в отличие

от случая интегральных уравнений, для искомой функции <р (#) ста-

ставятся начальные условия вида

<Р @) = 4N>. Ф' @) - <р0', . .

., ф  '@) = Фй(л^1!. B)

Пусть в (I) коэффициенты о* (х) = const (&= 0, 1, . .
., п), и пусть

%т(х, 0 = Кт(х — 0 («I = 0, 1, • . •, 5), т. е. все Кш зависят лишь
от разности аргументов х — t He нарушая общности, можно считать
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и„
— J. Тдгда уравнение A) npitwer вид

S X

3Н- 3 ^^-Оф'^ОЛ^ОО <ot я„~ const). C)

Пусть, далее, функции/(л;) и Л^, (л) являются функциями-оригиналами и

f(Jc>Hf(p), *„(*>!"**„(/>) (ш = 0A s).

Тогда и функция ф (jt) будег иметь изображение по Лапласу

Применим к обеим частям C) преобразование Лапласа. В силу теоремы
об изображении производной

{А ^0, 1 rtj.

По теореме умножения

(m = 0t 1,.... s).

Поэтому уравнение C) перейдет в следующее:

в

Ф (Р) [р* + «ip""J + - - ■ + ап + 2 ^ 0») Pmj = Л (р), F)

где Л </?) — некоторая известная функция от р.
Из равенства F) находим Ф (р) — операторное решение задачи

C) — B). Находя оригинал для Ф (р), получим решение <р (х) интегро-
дифференциалькоз о уравнения C), удовлетворяюшее начальным усло-

условиям B). ;г; , wj

Пример. Решить интегро-днфферешцшльное уравыеыие

1
V (^ Л - С (х — « ф (fl dt *= ?*, G)

Ф @) - <р' @) = 0. (8)

Решение. Пусть (р (*) =^Ф (р). В силу (8)
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Поэтому после применения преобразования Лапласа уравнение G-
примет вид

*<0 (Я)

ил»

Из A0) макадам

Следовательно, решение <р (х) клтегро-дифференцнального уравнения
(Г), удовлетворяющее начальным условиям (8), определяется равен-
равенством

Решить следующие иптегролвфференциальные уравне-
уравнения: х

80. у*(х)+\&х-*)ч'{t)dt = &*;
о

81. ф'(*)— <P(^)

■>

=* cos х; ф@) - ф'@) =0

83. Ф" (х) + 2ф' (*) -f ф (*) -^ ^ (*- 0 Ф" @ dt -

ф'@> = 0.

84, Ф'М + ФМ-

^ (x— Of' @^' -= ch x; q>@) = ф' @) = 0.
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х

85. v'(*) + q>(JC> + $sh<*—*)ф(*)# +
о

х

$ = chx\ ф@) = — 1,ф'@)= 1.

§ 7. Интегральные уравнения Вольтерра
с пределами (лс,

Интегральные уравнения вида

A)

возникающие в ряде задач физики, можно также решать с помощью

преобразования Лапласа. Для этого установим теорему о свертке для

выражений

$ K(x-i)v{t)di. B)
X

Известно, что для преобразования Фурье

C)

где G (J-)t V (X) — преобразования Фурье функций g (х) н ty (х) соответ-

соответственно.

Положим g{x)
—

/f_ (x), т. е.

Тегда C) перепишется так:

к {х

(здесь и в дальнейшем индексы Ж или S& означают, что берется нзобра-
женнв функции соответственно по Фурье или по Лапласу)
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Чтобы перейти от преобразования Фурье к преобразованию Лапла-
Лапласа, заметим, что

Следовательно, из E) я F) яаходим

(х -1) <Р (/) л} - УЫ [К_ (ip)]p [Ф+ <р^. G)

Выразим теперь [ V2n /C_(ip)]^- через преобразование Лапласа;
Й ОТ

Положив Я [— х) =Ж {х), получаем

[ vp? ж# (- p) -■= J к (- x

Итак,

Возвращаемся к интегральному уравнению A). Применяя преобра-
преобразование Лапласа к обеим частям A), получим

) (9)

{индекс 52 опущен) или

1}:
1 — оТ- (.— р)

где
со

JT С— Р) = 5 K(-x)epxdx. (И)

Функция

т

является частным решением интегрального уравнений A). Подчеркнем,
что для того, чтобы решение (9) илн A2) имело смысл, необходимо, чтобы
области аналитичности Ж (—р) и F (р) перекрывались (см. [18]).

Пример. Решить интегральное уравнение

<р (х) = х -Е- { ez<x'\ @ dt. A3)
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Решение. В данном случае f (х) — х, f( (х) = в3*. Поэтому
СП

F (Р) - -^"' #(- Р) - j| «"*V dx - Y^y , Re р < 2,

Таким образом, получаем следующее операторное уравнение:

так что

р-2

Р- (Р - 1)
"

Отсюда

A5)

Интеграл {15) можно вычислить по интегральной формуле Коши,
Подинтеградьная функция имеет двукратный полюс р

= 0 и простой
полюс /з=1, который появляется при у ^> 1, что связано с включением

или невключением в решение уравнения (!3) решения соответствующего
однородного уравнения

ц>(х) =-Л et{x

Найдем иычеты лоди(?тегральной фуикцли в ее

{p — t) !
res

Следовательно, решение интегрального уравнения A3} есть <р (х) =

= 2х 4- I + Се* (С — произвольная постоянная).

Решить ннтетральные уравнения:

86. Ч>(*) = г-*-

ео

87. <р (л) = е^ + J е'-'ф (О Л.

88. ф (л:) = cos д: + J e*-<<p(t)dt.

89. <р(л) = 1 Н
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§ 8. Интегральные уравнения Вольтерра 1-го рода

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 1-го рода

о

где ф {х) — искомая функция-
дК (х, О

Предположим, что К (х, t)t дл"
"

■ f (х) л f (x) непрерывны

прн 0 < * <; д, 0 < i <J jr. Дифференцируя обе части A) по х, получим

К (х> х) tp (х) ■+■ ^ —^- f (I) «й = Г (л). B)

Всякое непрерывное прн 0 ^ л <! о решение ф (л) уравнения (I) удо-
удовлетворяет, очевидно, н ураьнекню B). Обратно, всякое непрерывное
при 0 ^ х <! а решение уравнения {2) удовлетворяет также уравне-
уравнению A).

Если К (х, х) ке обращается в нуль ни в одной точке

интервала 10, а\, то уравнение B) можно переписать так:

Г (х) *yK;{xtt)
о

т. е. оно сводится к интегральному уравнеяию Вольтерра 2-го рода*

рассмотренному выше (см, A9J).
Если /С (х, х) = 0, то иногда бывает полезно еще раз продифферен-

продифференцировать уравнение B) -по х н т. д.

Замечание. Если К (х, х) обращается в нуль в некоторой
точке х ^ [0, а\, например в точке д; = 0Р то уравнение C) приобретает
особые свойства, совершенно отличные от свойств уравнения 2-го рода,
(Такие уравнения Пикар назвал уравнениями 3-го рода) Здесь возни-

возникают осложнении, подобные тем, которые бывают связаны с обращением
в нуль коэффициента при старшей производной в линейном дифферен-
дифференциальном уравнении.

Пример- Решить интегральное уравнение

x. D)

Решение. Функции f (х) = я, К (х. t) = cos (x — f) удовлетво-
удовлетворяют сформулированным выше условиям непрерывности v дифферек-
цируемости.

Дифференцируя обе части D) по х, получим

<р (*} cos 0
— С sin (х

— /) Ф @ dt = 1
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или

Ф (*) =- I -f $ sin (*-/)? {О rf/. E)

Уравнение E) есть интегральное уравнение 2-го рода типа свертки.

Применяя преобразование Лапласа, найдем его решение:

Р Р-4- 1

откуда

Функция ф (л) = 1 + ~2 будет решением уравнения E), а следом

телько^ и исходного уравнения D)d в чем нетрудно убедиться непосред-
непосредственной проверкой.

Решить следующие интегральные уравнения 1-го рода

предварительно сведя нх к интегральным уравнениям
2-го рода:

90.

й

91. $ 3*~'<р @ <*' = *■

о

92.

о

93. J(l —** + /») Ф @ # = -£-
о

л:

94. J B 4-л2 —
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§ 9. Эйлер жы интегралы

1

Гамма-функцией или эйлеровым интегралом 2-го рода называется

функция Г (х), определяемая равенством

о

где х — любое комплексное число, Re х > 0. Прн х = 1 получаем

ГA} = и-'^ = 1. B)

о

Интегрируя по частям, из равенства {1) находим

И1)

о

Это равенство выражает основное свойство гамма-функции:

Используя B), получаем:

ГC)= Г B + 1) = 2-Г B) =21,

и вообще при целом положительном значении п

Г (№)=(*»-1I. E)
Известно, что

со
—

"* dx —

г
■

Положив в этом равенстве х— fi1, найдем

i г

Учитывая выражение (I) для гамма-функцни, последнее равенство аапи-
шем так;

Г('\--= Ул.
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Отсюда с помощью основного свойства гамш-функцц^ выраженного
равенством D), находим; ■■

Вообще, как нетрудно убедиться, справедливо равенство

(л — целое положительное).
Зная значение гамма-функции при каком-то значения аргумента,

можно из равенства C) вычислять значение этой функции при аргу-
аргументе, уменьшенном на единицу. Например,

2/
Поэтому

G)
i

Т

Действуя аналогично, найдем;

3\ Г1 2 г

'; 4

2 н т. д.

Нетрудно проверить, что Г @)
— Г (—I) = . . . == Г (—п) ■=...= «.-.

Выше мы определили Г (х) для Re x"^> 0. Указаннмй способ вычисле-
вычисления Г (х) продолжает эту функцию в левую полуплоскость, где Г (j)
определена всюду» кроме точек х = — п-(п — целое положительное н 0).

Отметим еще следующие соотношения;

Г>)Г<1-*)==£^£-, (8)

Г (х) Г (х + ~] = 2К'2Х я1' Г B*), (9)
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(теорема умножения Гаусса и Лежандра).
Гамма-функция была определенз Вейерштрассом посредством урав-

уравнения

где

Т=^ llm 11+-2 + Т + * " +7fT~ ]пт) = ,57721...

— постоянная ЭДлера, Из равенства (iO) ёндно, что функция Г (г)
аналогична всюду, за исключением точек z— 0, г — —3, г = —2, ....

где она имеет простые полюсы.

Приведем еше формулу Эйлера, которая получается из A0):

(И)

Ока имеет место всюду, кроме точек г=0, z = —1, z
—

—2, ...

96. Показать, что Г' A) — —

у,
97, Показать, что при Re z >■ 0

98. Показать, что

Г'<» Г'^
2-112.

A)
99. Доказать, что

Г (г)- lim

Введем зйл<фов интеграл 1-го рода Б {р, ц), так называемую бе-

бета-функцию:
1

B(p,q)~~{xn-1 {\—xf'} их (Rep>0, Rcg>0). A2)
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Справедливо следующее равенство, устанавливающее Связь мй^ду
интегралами Эйлера 1-го и 2-го рода:

100. Показать, что

В fo <fl-В 07, р).

101 Показать, что

Я (Р. «?) = В(р+ 1, 0 + В(р, 9+ 1).

102. Показать, что

103. Показать, что

-1

104. Вычислить интеграл

(Rem>0( Re/j>0).

§ 10. Задача Аб«ля. Интегральное уравнение Абеля
и его обобщения

Материальная точка под действием силы тяжести движется в вер-

вертикальной плоскости (|, ■»]) ло некоторой кривой. Требуется определить

эту кривую так, чтобы матерналы<ая точка, качав свое двнже[|ие без

начальной скорости в точке кривой с ординатой дг, достигла оси $, за

время t -^ fi (д)т где f\ (л-) — заданная функция (ptic, 1).
________

Абсолютная величина скорости движущейся точки и = \'lg (*-- Ч).
Обозначим через & угол наклона касательной к оси %. Тогда будем
иметь

Отсюда
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ИнГегрируя в пределах от 0 до х и обозначая—j—jj- = <p(T|), полу-
чны уравнение Абеля:

о гл-т"

Обозначал —y2g fi{x) через / (х), окончательно получим
х

I Ф 01)

где ф (х) — искомая функция» a f [дг) — заданная функция. Найдя

Рис. 1.

Ф {х\), шл можем составить уравнение кривой. В самом деле,

1

откуда

ц
- Ф<3).

Далее,

л? _ ^L = _ф' (Р) ^

откуда

н, следовательно, искомая кривая определится параметрическими урав-
уравнениями
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Итак, задача Абеля сводится к решению интегральнот

вида

с данным ядром К {х, t), данной функцией f (х) и неизвестной функцией
<р (x)t т. е. к решению интегрального уравнения Вольтерра 1-го рода*

Уравнением Абеля называют также несколько белее общее урав-
уравнение:

\ <Р (О

где я — постоянная, 0 <| а <| I (обе&^еинсе уравнение Абеля). Функ-
Функцию f {x) будем считать имеющей непрерывную производную на неко-

некотором отрезке [0, а], Заметим, что при а ^ —ядроуравнений C) неивте-

грируемо с квадратом, т. е. не является 1а-функцией. Однако уравнение
C) имеет решение, которое может быть найдено следующим образом.

Допустим, что решение уравнения C) существует. Заменим в урав-
ds

х на s, умножим обе части получелного равенства на
(x—sI

*

а проинтегрируем по & от 0 до х:

Меняя слева порядок интегрирования, получим
X X

о
*

Во внутреннем интеграле сделаем подстановку s =

X 1

ds

(x—s)i-* is— 0* J УяA—УI~* S1tl

Тогда из уравнения E) имеем



ЗАДАЧА АБЁЛЙ S3

или

stn я;с

*

sin oca ({' I

Итак, единственное решение уравнения C) дается формулой G), ко-

которую с помощью интегрирования по пастям можно переписать еще
в виде

sir ал

Физический смысл это решение ifHeet только в том случае, когда оно

i \
по абсолютной величине не меньше 1 (так как ф (л) — <:jn~R~J ■

Покажем, что а случае f (х) ^ С ~~ const решением задачи Абеля
является циклоида. (Задача о таутохроне: найти кривую* скользя вдоль
которой без трения тяжелая частица достигает своего самого низкого

положения за одно и то же время независимо от ее начального положе-

■1

ния.) В этом случае а =-
-jr. Следовательно, согласно формуле (8)

1 С

Поэтс>му

sin р -.-.

откуда

Далее,

Окончательно:

2^ A " C0S

(параметрические уравиеиля цнклонди).
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105. Показать, что в случае / (х) = Cj/T решением
задачи Абеля будут прямые.

Решить следующие интегральные уравнения:

106.

о
<<-<>'

о
V*-'

108.

IVit. i ■
= X

ПО. Решить двумерное уравнение Абеля

Здесь область D — равнобедренный прямоугольный тре-
треугольник с гипотенузой на осн ОХ и с вершиной в точке

fa. Уд-
Рассмотрим интегральное уравнение (см, [301)

x-tf<pit)dt^xx (Э)
о

(X. ^ 0, Р >■ — 1 — вещественное), являющееся в некотором смысле

дальнейшим обобщением уравнения Абеля C).
Умножим обе части (9) на (г — х)^ ([i>—I) и проинтегрируем по х

от 0 до z:

г х г

{х — 0Ч@ <#) *е = [*х (г — ^ rfj;. A0)
0 0 О

Полагая в интеграле в правой части A0) х = рг, получки

г г
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Мекяя порядок интегрирования в левой части A0), получим

A2)

Положим во внутреннем интеграле правой части A2)

дг = t Ъ Р (г — t).
Тогда

• г

f "+р1 $ * f A3)

Учитывая (П)> A2), A3), из равенства A0) найдем

Г @ + [I + 2)
о

Выберем ц так, чтобы ц + p-f 1 -"
п
— неотрицательному целому чис-

числу. Тогда из A4} будем иметь

о

1ТЛИ

О

Дифференцируя обе части A5) п + 1 pas по г, получим

или для Л.— S + ft^Q (> = 0, 1, • ■
..

Это и есть решелие интегрального уравнения (9).
Отметим, что если величина 3L —- J3 ■—■ 1 равна целому отрицатель-

отрицательному числу, что получаем Ф (?)
— 0. В этом случае уравнение (Э) не имеет

решения в классе обычных функций. Его решение — обобщенная фучк*
ция (см- стр. 60).
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Пример. Решить интегральное уравнение

Решение. В данном случае р = 1, /, = % Так как

X— р+ k ФО (ft = 0, 1, 2, .... л), то по формуле A7)

ГB)ГA)
-'^ 2.

Решить интегральные уравнения:

х S. А.
111. ^(x-^t)\{t)dt = х* ~х\

112. 5(^г — f)* y{t)dt = лх.
о

из, ^(х — 04
II

~.

§ 11. Интегральные уравнения Вольтерра 1-го рода
типа свертки

Интегральное уравнение 1-го рода

A)

у которого ядро /С (г, () зависит лишь от разности аргументов х— t,
будем называть интегральным уравнением 1-го рода типа шртт*

К этому классу уравнений относится, например, обобщенное урав-
уравнение Абеля.

Рассмотрим одну задачу, приводяшую к интегральному уравнению
Больтерра типа свертки.
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Магазин покупает н продает различные товары. Предполагается,
что:

1) покупка и продажа суть непрерывные процессы н купленные
товары немедленно поступают в продажу;

2) магазин приобретает каждую новую партию любого товара в та-

таком количестве, какое он может продать в промежуток времени Т, один
и тот же для всех покупок;

3} каждая новая партия товара распродается равномерно в течение

времени Т.

Магазин начинает продажу новой партии товара, общая стоимость

которого равна единице. Требуется найти закон <р@, по которому он

должен производить покупки, для того чтобы стоимость наличного

товара оставалась постоянной.
Решение. Пусть стоимость первоначального товара, остав-

оставшегося к моменту t, равна К (t)t где

t>T.

Предположим, что в промежуток времени от т до т + di покупается
товаров на сумму ф (т) dr. Этот запас уменьшается вследствие продажи
таким образом, что стоимость остатка к моменту i^>x равна
К. (t—т) Ф (т) б£т. Поэтому стоимость непроданной части товаров,
приобретенных путем покупок, будет к любому моменту i равна

К (t — т) <р (Т) dr.
I

о

Таким образом, ф (t) должна удовлетворять интегральному уравнению

Мы получили интегральное уравнение Вольтерра 1-го рода типа

свертки.
Пусть f (х) в /( (я) — функции-оригиналы, и пусть

f{x)=F(p)f К{х)=~К(р), <р (л) =*(/>)■

Применяя к обеим частям уравнения (I) преобразование Лапласа и

используя теорему о свертке» будем иметь

К (р)-Ф (р) = F (р), B)
откуда

C)

Оригинал Ф (х) для функции Ф (р), определяемой равенством C), будет
решением интегрального уравнения AJ.
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Пример, Решить интегральное уравнение
X

С е*"'ф (')# = *■ D)
о

Решение^ Применяя преобразование Лапласа к обеим частям

<4), полуяим

Р4тф^=7- E)

откуда

р5 р р2

Функция <р (д;) = 1 — х есть решение уравнения {4).

Решить интегральные уравнения

X

116. 5 cos (х— /) <р (t) dt = sin x.
о

о

X

119.
о

120.
D

121. $cos(a:— t)у(t)dt = xsinх.
о

122.

123. \Jo(x—t)w{t}dt*= sin*.
0
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х

124. $ch(*—t)y(t)dt =-*.

о

125. J\cos(jk — t)V{t)dt = х + хК

х

126. J (x*- ^

127. \(x2 —
0

128. -^5 (хг - 4д:/ + 3f»)

129. J (л —

Замечание, Если К {х. х) = К @) ф 0, то уравнение A)
заведомо имеет решение. В задаче 122 ядро К (х, t) обращается тожде-

тождественно в нуль лри f—.x, но тем не менее решение этого уравнения

существует.
Как уже отмечалось выше, необходимое условие существования

непрерывного решения интегрального уравнения вида

состоит в том, что функция / (х) имеет непрерывные производные до п-го

порядка включительно и все ее п — 1 первых производных обращаются
в нуль при х = 0.

Это «модельное» уравнение F) указывает на необходимость согласо-

согласования порядков обращения в нуль ядра при t = х и правой части / (х)
при х — 0 (превышение должно быть за правой частью по крайней
мере на 1),

Рассмотрим интегральное уравнение

= x. G)

Здесь J (х) = х, п = 2. Очевидно, / (х) имеет производные всех иоряд-
ков, но ее первая производная /' (х) = 1 ф 0, т. е, необходимое условие
а* выполняется.
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Применяя формально к обеим частям уравнения G) преобразова-
преобразование Лапласа, получим

откуда
Ф(р) = 1.

Это есть изображение 6-функцин 6* (л).
Напомним, что

т — целое ^ 0,
Итак, решение интегрального уравнения G) есть 6-функция;

Ф f*) = б (х).

Б этом можно убедиться непосредственной проверкой, если учесть, что

свертка 6 функции со всякой гладкой функцией g (х) определяетсн так:

g(x)*6(x)^g{x)>
blk) (х) * g (х) = ^ (х) (*= К 2, •■■)■

В самом деле, в нашем случае g (х) = К {х) = х и

Таким образом, решенге уравнения G) существует, но уже в классе

обобщенных функции (да. [5], [28]).

Решить интегральные уравнения:

130.
о

132. $(*—
о

133.

134. Jsin(*— 0ф@^ = 1—ом*.
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Интегральные уравнения 1-го рода с логарифмическим ядром

f (*}, /@) = 0, (8)

(9)

также ножяо решать с помощью преобразования Лапласа.
Известно, что

Продифференцируем соотношение (9J no v;

ила

dv
In -L A0)

При v = 0 имеем (см. стр. 49)
Г'

и формула (Ю) принимает вид

= — f
— постоянная

Пусть ф(дг)=ф(р), f(x) = F(p). Примеияя к обеим частям (S)
преобразование Лапласа и используя формулу A1), получим

откуда

Запишем Ф (р) в виде

Ф(р): ^(Р>-Г(О)_ Г @9

Так как f @) ~ 0, то

Воэ»ратннся в формуле (9), вписав ее о

£. =-L.
, @')
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Проинтегрируем обе части (9'J nov в пределах от 0 до ос. Получим
ста с©

J Г (v -J- 1)
"

J pv

По теореме подобия
00

... 1 i

$т£,'+1) ■

pln(ffp) р(]п р+1пя)'

Если положить а= е1, то

A5)■

р{\ир

Воспользуемся равенством A3). В силу A5)

' Т"

.rfv
,-.- , , .,

0
T(v+1)

Учитывая A4) н A5)t первое слагаемое правой части A3) можво рассма-
рассматривать как произведение изображений. Для нахождения его ориги-
оригинала воспользуемся теоремой о свертке:

г ч '

о о

Таким образом, решение (р (х) интегрального уравнения (8) будет иметь

вид

X СО CQ

(S
— постоянная Эйлера).
В частности, при f (х) — х получим

Теорема о свертке может быть использована также для решения
нелинейных интегральных уравнений Больтерра вила

A6)
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Пусть

Тогда р силу уравнения A6)

откуда

Оригинал для Ф (р), если он существует, будет решением инте-

интегрального уравнения <16).
Пример. Решить интегральное уравнение

Решение. Пусть <р (х) ==Ф (р). Применяя к обеим частям

A7) преобразование Лапласа, получим

откуда

Ф(Р) = ±~>

Функции ф! (л:) = х, фа (л:) = —
х будут решениями уравнеии A7)

(решение уравнения A7) не единственно).

Решить интегральные уравнения:

135,

136.



ГЛАВА II

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА

§ 12. Уравнения Фредгольма 2-го рода. Основные
понятия

Линейным интегральным уравнением Фредгольма 2-го рода назы-

называется уравнение вида

ь

f(x), (i)

где ф (х)
— неизвестная функция, К (л, t)a f (х) — нзвестныефункцин,

х и t— действительные переменные, изменяющиеся в интервале (а, Ь),
X — численный множитель.

Функция К (х, t) называется ядром интегральна о уравнения Ш;
предполагается, что ядро К (xr t) определено'^ квадрагей^о ^ х % Ь,
а < t < Ь) на плоскости {xt t) и непрерывно в Q, либо его разрывы
таковы, что двойной интеграл

Ь ь

\К{х, 01*Лей

имеет вонечяое значение.

Если / (х) ф 0, то уравнение (I) называется неоднородным; если же

f [х) = 0, то уравнение A) принимает вид

ь

<р (*) — \ ^ К (х, t) q> (О Д = 0 B)

однородным.
Пределы интегрирования л и Ь в уравнениях A) и B) могут быть

как конечными, так it бесконечными.

Решением интегральных уравнении A) и B) называется любая

функция <p(tf), при подстановке которой в уравнения последние обра-
обращаются в тождества относительно х S (аг &)■
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Пример- Показать, что функция ф (х)
~ sin -тг является ре-

решением интегрального уравнения Фредгольма
1

где ядро имеет вид

Л" {х, /) =

2

Решение. Левую часть уравнения запишем в виде

1

/с

яд:
Подставляя в получешюе выражение вместо <р(*) функцию sin _, будем

иметь

.!пл/
2

х

■

-,-^

'

2
*

Итак, получаем— s -;-_
а это означает, согласно определению,

что ф (х) = stn -g~ есть решение данного интегрального уравнения.

3 М. л. Краснов и др.
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Проверить, какие из данных функций являются реше-
решениями указанных интегральных уравнений.

137.

138» = sin nx,

2xcosл£ + х*)у(t)dt=Q.

139.

140.

HI.

, t) ■-=

x (^ — t)

142. cos*, = sin x.

143. xe~x, r+0
Ф

144.

, 0=
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145. <p(x) = — sinx -\- xe~x, где С—произвольная по

стояиная,

§ 13. Метод определителей Фредгольма

Решение уравнения Фредгольма 2-го рода

ь

<р {к)
— % \ К (х, I) <p (rf) dt = f [x)

а

дается формулой

= / (*) + B)

где функция R (xr t; %), называемая резольвентой Фредгольма уравнения
A), определяется равенством

C)

лри условии, что D (X) ф 0. Здесь D (x, t;X) и D (%) — степенные ряды
по &;

D(xr t;

E)

коэффициенты которыл определяются формулами

К (х, t) К {х, h) _ . К, (х, (п)
If I i £\ £f / f f \ If {4 4 \

К [h, О К (h. h) . . . К <fe, tj
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причем

К (к,

К (Ь. Л)

А

/с

К

К

(ft.

fe) > . .

w . . .

/t) . > .

*«> . ■ ■

л

К

K

к св

'«*
'«)
^«>

Функция D (л, (; А.) называется минором Фрсдголша, a D (Xf —
определителем Фредголша, В случае, когда ядро К {х, t) ограничено
или же интеграл

имеет конечное значение, ряды D) я E) сходятся для всех значений X

и. значит, являются целыми аналитическими функциями от X.

Резольвента

R(th)

есть акалнтнч$ская функция от к, кроме тех значений X, которые явля-

являются нулями функции О (X). Последние суть полюсы резольвенты
R (х, t; X).

Пример. С помощью определителей Фредгольш найти резоль-

резольвенту ядра /f (x, t) = xef; а = О, Ь = I.

Решение. Имеем Вл [х, t) = хе'. Далее,
1

{х, t) = jj lit?
dt± = 0,

l l

О II

tit? hef>

he'

& -^ 0,

Tsu как определители под знаком интеграла равны нулю. Очевидно, что

и все последующие Вп (х, 1} = 0. Находим коэффициенты Сп-
1 1

о

1 1

"з= 0.

и о

Очевидно, что и все последующие С. = 0.
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Согласно формулам D) и E) в нашем случае имеем

D (х, t; X) = К (х, i) — xel, D (X) = 1 — X.

Таким образом,

Применим полученный результат к решению интегрального уравнения
1

<р (х)-1 ^ ли*? (О dt = / (х) (i. ф i).

Согласно формуле B)

В частности, для / (х) — е~к получаем

Пользуясь определителями фредгольма, найти резоль-
резольвенты следующих ядер:

146. К{х, f) = 2x—U 0<х< 1, 0<*< 1.

147. /С (^ 0 = д-г/ — лг/*; 0 < х < I, 0 < t < 1.

148* К {х, t) = sin x cos /; 0 < х < 2п, 0 < t < 2п,

149. X" (xt t) = sin х — sin /; 0 < х < 2лт 0 < ? < 2л.

Вычисление по формулам F) и G) коэффициентов Вп (х, t) и Сп
рядов D) п E) практически возможно лишь в очень редких случаях,
но нз этих формул получаются следующие рекуррентные соотношения;

ь

Вп {х, t) = СпК (х, ()—п^К (*. 5) B^is, t)ds, (S)

Зная, что коэффициент Со = 1 и Во (л, t) = К (х, t), по формулам (9)
и (8) найдем последовательно С2, Bt (x, t), CSr B2 (x, t), C3 и т. д,

Прнмер. Пользуясь формулами (8) и (9), найти резольвенту
ядра К (х, t) = х

— 2t, где 0 < х < 1, 0 < t < 1.
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Решение. Имеем С9 = 1, Ба (xr t) = л:
— 21. Пользуясь форму-

формулой (9), найдем
1

о

По формуле (8) получим
1

х ii г> 2
Л, (л. ;) = — -■■2~ —

-

(х- 2s) (s — 2i)ds=;— x— t+2xi+-£ '

и

Далее будем иметь

С2 ^ { (~ 2S + 254 -f у) rf5 =
-j

1

й {х, t) = ^—
— 2 \ (jt

— 2^J f— 5 — t-t 2st + j
1 ds = 0,

. C3 - Q = . . . = 0, Ba(x, t)= Bt(x, t) = . . . = 0.

Следовательно^

к ?,2 2 \
D {X) = l +

— -ь -g- ; D К f1; ?,) ^ д:— 2^ + (л- +■ f — 2xt—
-j

I X.

данного лдра будет

/ 2
х— 2/+ ^-J-f—2**— y

J? (-v, ^; X) = j Та
* + т + -в-

Используя рекуррентныь соотношения (8) н (9)т иайти

резольвенты следующих ядер;

150. К{х,£) -x-h^+ 1; —1<*< 1,—1</< 1.

15Г К{х, £) = 1 +3л:/; 0<*< 1, 0< i< 1.

152. /С (л^, 0
= 4дг^ — Xs; 0<*<1, 0</<1.

153. К{х, t) = ^-'; 0<л:<1т 0<*<1.

154. К" (*, /) = sin (,v + t); 0 ^ х < 2я, 0 < / < 2л.

155. /С(^,0 = х — sht; —1 < х < 1,—I < t < 1.
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С помощью резольвенты решить следующие интеграль-
интегральные уравнения:

156. ф(а*) — Х$ sin (дг Н- /)
о

1

157. cp(Jt) — b^{2x — t)<f{t)d(*=~ .

158. ц>{х}— \ sin x cos t^{t)dt—cos 2х.

1

I59> (p (x) — \е*~'ф{t}dt = £*.

и

I

160. <p(Jt)— A, J <4л/ — x*)q(t)dt=x.

§ 14. Итерированные ядра. Построение резольвенты
с помощью итерированных ядер

Пусть имеем интегральноеЗ уравнение Фредголъма

ь

Как и в случае уравнений Вольтерра, интегральное уравнение A) мол;но

решать методом последовательных, приближений. Для этого полагаем

B)

где ф„ (х) определяются по формулам:
ь

а

Ь Ь

= \К(х> ()ii>i(ОЛ = \/Ci(*. Оf (ОЛ,

:. /)f(O<fe Я Т. 3.
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Здесь
*

K*(Xl t) = ^K tx, z)
а

Ь

и вообще
b

Кп (*> О - J К <*. *) iC^, (г. О Л, C)

п = 2, 3, . .
., причем /(i (-vh 0 = /С (х, 0* Функции Кп (х, t), опреде-

определяемые по формулам C), назыэаются итерированными ядрами. Для
них справедливо; соотношение

b

а [х, 0 = J Kffl (xt s) Kn_m (s, t) ds, D)

где /п — любое натуральное число, меньшее п.
Резольвента интегрального уравнения A) определяется через

итерированные ядра формулой

R(x,i:X) = 2 кп(х> ЯК1^* E)

где ряд, стоящий в правой части, называется рядам Неймана ядра
К {х, t). Он сходится для

IM< 6)

к}{х, i)dxdt.
aa

Решение уравнения Фредгольма 2-го рода A) выражается формулой

(х, U *.) / {О Ш. (?)

Граница F) является существенной для сходимости ряда E).
Однако решение уравнения (I) может существовать н дли значений

1М
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Рассмотрим пример:

?=1. (8)

Здесь К {х? О ^ 1, и» следовательно,

0 0

Таким образом, условие F) дает, что ряд E) сходится при \Х\ <; 1.
Решая уравнение (8), как уравнение с вырожденным ядром, полу-

i

чим A — А.) С — 1, где С = ^ <р (t) dt. При Л, = 1 это уравнение не-

u

разрешимо, а значит, при А, ~ 1 интегральное уравнение (8) решения
не имеет. Отсюда следует, что в круге радиуса, большего единицы, по-

последовательные приближения для уравнения (8) не могут сходиться.

Однако при | А,|> 1 уравнение (8) разрешимо, В самом деле, если Хф 1,
11

то функция ф(эс) =

-j1 ^- является решением данного уравнения,

что легко проверить непосредственной подстановкой.
Для некоторых уравнений Фредгодша ряд Неймана E) для резоль-

резольвенты сходится при любых значениях ^. Покажем это.

Пусть имеем два ядра: К (х, t) и L (x, t). Будем называть эти ядра

ортогональными, «ли выголняеотся два условия:

ь ь

К {х, 2) L (г, i)dz = O, ^L (д-, г) К (г, {) tlz - 0 (9)
а . а

при любых допустимых значениях х к t.

Пример. Ядра А" (*. t) = xt к L (х, Л = xutz ортогональны на

[-1, II.
В самом деле,

1 I

Существуют ядра, ортогональные самим cefie. Для таких ядер

Кг {%. О = 0, где К» [х, t) — пторое парированное ядро, В этом слу-

случае, очевидно, все последующие итерированные ядра также равны

нулю и резольвента совпадает с ядром К (х, t).
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Пример. К{х, t)= sin (x — 2t); 0 < .t < 2n, 0 <
Имеем

= _ \ [cos {x-\- 'It — 3z) — cos {*'-— 2^ — z)]dz ^

=
тг J — т sin (* -r H— ЭД + sin (x — 2£ — г)

"

= 0.
л L ° J 12—0

Таким образом^ в этом случае резольвента ядра равна самому ядру:

R (х, V, Я) е= sin (x — 2i}>

так что ряд Неймана E) состоит из одного члена и, очевидно, сходится

при любом А~

Итерированные ядра Кп (*, t) можно непосредственно выразить

через данное ядро К. (х, () по формуле
ь ь ь

К~ {X, 1\ = \ \ . . . \ К (X, Si) К (St, S*) . , . К (Sr. ,, t) US, dS* . . . <$$„ ,.

5 S S A0)

Все итерированные ядра f(n (x, t), начиная с K% (x, t}t будут непре-

непрерывными функциями в квадрате а<#<6, а ^ t %^ b, если начальное

ядро /<" (х, }) квадратично суммируемо в этом квадрате.

Если данное ядро К (*, t) симметрично, то все итерированные ядра

Кп (х, t) то;че симметричны (см. 116]).

Приведем примеры отыскания итерированных ядер.
Пример 1. ЙаЙти итерированные ядра для ядра /С (х, t) =

= х — t, если а — О, Ь = 1.
Решение. Пользуясь формулами B). найдем последовательно:

1
i L 1

, t)-= — -j2"J (* — s> (s — Л rfs = ~ -j^-Xt (
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,t) =—^
\ (X- S)
a

l

\( ){ t)d =

—

1ЭМ г м

аг

Отсюда следует, что итерированные ядра имеют вид: 1)
д = 2k — 1

(-1)"
_

2) для п — 2fe

где k= 1, 2, 3, . . .

Пример 2. Найти итерированные ядра ft"! (л\ *) п К2 (^h'). есл

Решение, По определению имеем]

(х. если

поэтому данное ядро можно записать в виде

Это ядро, как легко проверить, является симметричным, т. е.

К (х, 0 = К ((, л).

Имеем Ktix, t)— К (ж, 0- Находим второе итерированное ядро:
i i

/Сз (л, /( = С К (х, s) Ki (*, 0 ^ = { К (х, s) /f (з, t) ds.

0 °

Здесь
если О

es, если 0 < s < (,
Л E, i) — {

г, если / ^s ^ 1.
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Так как дандое ядро Л" (х, i) симметрично, то достаточно найти /Са {х, t)
только при х > t.

Имеем (см. рис, 2)

о

К (#> s) К (s, /) ds + f К (х* s} К E, # ds.

к, •-—t f-
Z? J t 2

О t X S

Рис. 2.

В интервале @, 0 имеем s < * < х, поэтому

К 1> О

В интервале (t, х) инеем t < s < х, поэтому

f JC (х, s) К (я, t)ds={ t'V ds = б^' ^ eil.
t i

В интервале (х, 1) имеем -j > x> t, поэтому
i l

Л К (х, $) К (s, f) (fc -= ? <rV </s ^ A - x)
/ X \ X

Складывая надоенные интегралы, получим

Выражение для /Са (д:, i) при л <] f мы найдем, если поменяем местами

аргументу х a t в выражении Л"а (х* t) для х > i:

ЛГй <дг, /) = B - 0 e*+f - :^— {* < О-
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Итак, второе итерированное ядро имеет вид

/Си <Х 0 =

1 -f- £

B— t) ex — —т— . если 0 ^ х < t,

, если

Замечание. Если ядро К (х, t), задаваемое в квадрате
x^b, a^i^b разными аналитическими выражениями, не

a s

X

a it t S b

Рис. 3,

является симметричным,™ следует отдельно рассмотреть случай x<J

При х < (будем иметь (см. рис. 3)

Ь х t Ь

в х t

П р it м е р 3, Найти итерированные ядра д*1 {х, t) и ffa (я, f), если
а= 0, ь— 1 и

(х -]- t, если U < л < /,

=и-Л если

Решение. Имеем /^ (ж. С) = К (л* О-
т

/C-j <дг. ^) = |J Д! (дг. д) /С (s,

в

где

Так как данное ядро /С (я, 0 не симметрично» то при нахождении

Кг {х, t) рассмотрим отдельно два случая: 1) х < t и 2) х > t-

I) Пусть * <^ t. Тогда (см. рис. 3)
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где

5л8 3

xtz X t 1

Складывая эти интегралы, получим

2

K t)tz 3 *t

где

i{ ) з + — xt

2) Пусть * > Л Тогда (см. ркс, 2)

- s) (s

х*

х f {
+

Ж2/ xt*

i 5
h= yx + s){s — t)ds= — -£Х*

Складывая эти интегралы, получим

2

х, t)= ~ у л3

х— t

t

Итак, второе итерированное ядро лмеет внд

2
. . _ _

х-; 1

t\z\*i Ч~
f 1

Аналогично находятся и остальные итерированныеМдра Кп [х, t)
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Найти итерированные ядра указанных ниже ядер при

заданных а и Ь.

161. К {х, f)=x — t\ а = — 1, b - К

162. К (*, 0 - sin (* — 0; а = О, Ь -
^ (п - 2t 3).

163. К {х, 0 - (л- — /)й; а = — 1, * = 1 {п = 2Т 3),

164. К (л:, 0 = х ■+■ sin ^; а = — л, Ь — п..

165. /(■(*, 0 = хв'; а - О, Ь =- 1.

166. К (х, t) = е31 cos /; а - 0, (? - л.

Б следующих задачах найти К$ {х, i):

167. К(х>1)^е1*-<1;а = О, Ь= I.

168. /С (*, 0 =^ е1*1*'; а = — 1, * = Ь

Приведем пример построения резоль&енты интегрального уравнения
с помощью итерированных лдер.

Рассмотрим интегральное уравнение

(И)

Здесь К (х, t) =■ xt; a = 0, * = 1. Последовательно находим;

ft"! (Ж, t) = *J.

1 Г
, 0 ==

-J

Согласно формуле E}
00 ю

1

где |1|<3.
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В силу формулы G) решение интегрального уравнения (И) чя

шется в виде

В частности, при f (x)
~

x получим

где fc =£ 3.

Построить резольвенты для следующих ядер:

169. K{x,i) = e^H й-0, Ь=л\.

170. /С(*,/) = sin.tcos/; д = О, * = -|-.
171. /C(jc, /) = w'; й = — i, 6-I.

172. /C(*,f)-A+*)(!—*); e 1, 6-0.

173. А:(лг,О = ^*; а = —1, й- 1.

174./c(^o^^; й=> —1, £=l.

Если Ж (.v, /) и N (х, t) —два ортогональных ядра, то резольвекта
R (x, t' AJ, соответствующая ядру К (xt t) — М -\- №, равна сумме

резольвент J?j (а-, г1; Я) л /?3 (.t, t; Я), соответствующих каждому из

этих ядер.

Пример. Найти резольвенту для ядра

К (х, t)= xt+ £t%, a = — I, b = I.

Решение. Как было показано выше, ядра М (х, t)-^xt к

,V (xf t)~ л8^ ортогональна на [—1, II (см. стр. 7,Н). Поэтому резоль-
резольвента ядра К (Jf, t) равна сучже резользелт ядер М (х, I) и N (х, t).
Используя результаты задач 173 и J74, находим

RK (х, п к) = rm {х, v, ^ Ш'

где | Я |< -^- .

Найти резольвенты для ядер;

175. !( (х, t)
— sin a- cos t -\- cos 2x sin 2(; а ~ 0, й—2л.

176. A'{v, /) - 1 Ч- Bж — 0B*— 1); а — 0, 6 =« 1.
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Указанное свойство можно распространить на любое конечное
число ядер.

. Если ядра Mili (A t),Mtz) (у, t), . .
., MUt){x, i) попарно ортого-

ортогональны, то резольвента, соответствующая их сумме

равна сумме резольвент, соответствующих каждому из слагаемых.
Назовем пи следом ядра К (х* t) велпч:ину

где Кп (х, t) — /i-e итерированное ядро для ядра К (х, I).
Имеет место следующая формула для определителя D (А.) Фред-

гольма;

щХ)
--

Zj л«л ' ^

Радиус сходимости степенного ряда A3) равен наименьшему из моду-
модулей характеристических чисел.

177. Показать, что для уравнения Вольтерра

определитель Фредгольма D(X) — е'л^ и, следовательно,
резольвента для уравнения Вольтерра есть целая аналити-

аналитическая функция от Я.

178. Пусть R (x, t\ Я) есть резольвента некоторого ядра
К{х> t).

Показать, что резольвента уравнения

равна R {х, /; "к + \к),
'
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179. Пусть
ь ь

а п

b Ь

где Кп (х+ 0 — я-е итерированное ядро для ядра К (xf f).
Доказать, что если Bt — Ва, то для любого п будет Вп = Вп.

§ 15, Интегральные уравнения с вырожденным
ядром. Уравнение Гаммерштейна

Ядро К (х, t) интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода назы-

называется вырожденным, если оно является суммой конечного числа про-

произведений функций только от х на функции только от t, т. е. если оно

функтш ait (х) и Ь!: {() (k = 1,2, .... п) будем счдтать непрерывными
в сснориоч квадрате с ^ х, t^.b и линейно независимыми между со-
собой- Интегральное уравнение с вырожденным ядром (I)

B)

решается следующим образуй.
Перепишем B) в виде

п Ь

*=i

'

a

и введем обозначения

Ь

\ Ьк U) «f (!) Л = Cjj, (A- = 1, 2.,
,

,
, п)-
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Тогда C) примет вид

где С)_ — неизвестные постоянные (так как функция Ф (х) неизвестна).
Таким образом, решение интегрального уравнения с вырожденным

ядром сводится к нахождению постоянных Ck (k = 1,2... ,, и). Под-
ствеЛЯЯ выражение E) в интегральное уравнение B), после несложных

выкладок получим

S k,-

В силу линейной независимости функции &т{х)
отсюда следует, что

b it

\, 2, . .
., п)

3 cAak

k=l P

Вводя для краткости записи обозначения

ь ь

получим, что

= *,2 Л).

или в развернутом виде:

A— Xajj) Ci — ^]3С3 Ьа1пСп = fu
- XtfeiCi + A - ХДв) С* tajA - /а,

Для нахождения неизвестных Ck имеем линейную систему из п
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алгебраических уравнений с п неизвестными. Определитель этой

системы равен

1 — Хаи — tons
— Ха«, i — tars-

G)

Если Д (к) ф 0, то система FJ имеет единственное решение Си С3, , , ,

*.*tCn, получаемое по формулам Крамера

1—Хан , , ,

--

(8)

(Jfe=l, 2,..., п).

Решением интегрального уравнения B) будет функция <р (х), опреде-
определенная равенством

Где коэффициенты Cfc (A = l, 2, . .
., и) определяются по формулам (8).

Замечание. Систему F) можно получить, если обе части

равенства E) последовательна умножить на й, {х), аг (х), . . ., ап (х)
и прошстегрпровать в пределах от а до Ь либо же подставить выражение

E) для ф (х) в равенство D), заменив х на t.

Пример. Решить интегральное уравнение

—Я \ (л cos i 4- ^sir

Решение. Запишем уравнение в следующем виде:

(9)

lnj \

ф (t) sin / Л + х.
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Введем обозначения:

= \ 9 @ cos М/; С3= С Pq>(t)di; Са= [ <р@в|п* #, A0)

где Cj, Са, С3— неизвестные постоянные. Тогда уравнение (9) гтркмет
вид

9 (л) = С^Я* -Ь С^К sin х + С3 i. cos л -f л. (II)

Подставляя выражение (Ц) в равенства A0), лолучин

п.

Ci~ \ (CiXt 4- СзХ siu t + СД cos^ + /) cos tdt,
—IT

П

Ct = \ (СД( + C3X sin f.-[- C3X cost + 0 ^2 rfyt

—л

л

C8 — \ (CiX* H- C3X sin ^ -f СзЯ cos t -j- i) sin t di

—п

—it

= \ t cos idt

—к

— I \costEintdi) =

» ^ tun tdt.

—-л

Вычисляя входящие ъ эти уравнения интегралы, мы получим систему
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алгебраических уравнений для нахождения неизвестных Сь С2, Ся:

Ci — knCs = О, 1

-f- Са — 2л. J

A2)

Определитель этой системы

1 0 —

О 1 4л

Система A2) имеет единственное решение

'in

Подставляя найденные значения Cj, Ca, C3 в A1), получим решение дан-

данного интегрального уравнения;

Ф(лг)=
1 -f 2Х-л3

Решить следующие интегральные уравнения с вырож-

вырожденными ядрами:

180. Ф(*)— 4 л.

181. ф(*1 —

—i

182. шМ-

183. ф(*) —

184. X \ arc cos
о

*Т
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1

185.

186. 4(x)~X

$(in-J-yqj

187, y(x) — %

о

188. ?(*) —АЛ' |jt —

189.

190. q)(^) —

—м (sinхcosi — sin 2*cos2^-f sin3jccos3/)<p(/)d^ = cos x,

Ifli. ф(л;) —

i

—Г

Многие задачи фкзикн прнаодят к нелинейным интегральным урав-
уравнениям типа Гаммерштейиа (см. [23J, [36]},

Кзноническан форма уравнения типа Гаммерштейна1,

0)

где К (х, t), [ (t, и) — заданные функции^ 9 {х) — искомая функция.
К уравнениям вида (I) легко приводятся уравнения

к
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где ^ (х) —известная функция, так что различие между однородными
и неоднородными уравнениями, важное в лннейнсш случае, в нелиней-

нелинейном случае не имеет почти никакого значения. Функцию К (х, t) будем
называть лдром уравнения A).

Пусть К (х, t) — вырожденное ядро, т. е.

В этом случае уравнение A) принимает вид

т Ь

ф(*} = 2 aiW\ hV)f(t,v(t))dt. C)

Положим

b

\ {:-1.2,... ,m), (A)

где С^ — пока неизвестные постоянные. Тогда в силу C) будем иметь

т

(-1

Подставляя в равенства D) выражение E) для ср (х), получим т уравне-

уравнений (вообще, трансцендентных), содержащих т неизвестных величин

С„ С3, .... Ст\
С.= Yt {Clt Сй CJ (I - 1, 2, , ,

., m). F)

В случае, когда / (/, и) — многочлен относительно и, т, е,

/ (i, и) = р» {!) + Pl (flu + . . . + Рп (t)un, G)

где р„ (i). ..,, рч {^) есть, например, непрерывные функции f на отрезке

(а, 6], система F) превращается в систему алгебраических уравнений
относительно Cit CSl . .

., Ст. Если существует решение системы F),
т. е, существует /)( чисел

<й с; с^
■

таких, что подстановка их в систему F) обращает ее уравнения в тож-

тождества, то существует решение интегрального уравнения C), определяе-
определяемое равенством E):

(-1
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Очевидно, что число решений (нообще, комплексных) интегрального
уравнения C) равно числу решений системы F).

Пример. Решить интегральное
1

- Ц) dt (8)
I)

(X — параметр).
Р е ш е н и е. Положим

^ . (9)
о

Тогда
Ф (х) = СХх. A0)

Подставляя ф (х) в форме A0) в соотношение (9), будем иметь

1

С =\t>*CzPdt,

откуда

~"~4~
"'

Уравнение (И) имеет два решения:

Следовательно, интегральное уравнение (8) также имеет два решения
при любом "к Ф 0; ,

Существуют простые нелинейные интегральные уравнения, которые
вообще не имеют вещественных решений.

Рассмотрим, например, уравнение

Полагаем

е
"

A Ц- tps (/)) d/* A3)
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Тогда

х

(f (х) = Се* . A4)

Для определения постоянной С получаем уравнение
з i

(/- ]) &-ЗС+ 3(е* — 1)= 0. A5)

Нетрудно проверить, что уравнение A5) не имеет действительных кор-
корней и, следователь?ю, интегральное уравнение A2) не имеет действи-
действительных решении.

С другой стороны, рассмотрим уравнение

(^) A6)

(«(*)> 0 для всех t&{Qt I]).

Для определения постоянной С приходим к уравнению

1

A7)

\

Если \aa(()di> 1, то уравнение A7), а следовательно, и исходное

о

интегральное уравнение (J6) имеют бесконечное число действие
тельных решений.

Решить следующие интегральные уравнения:

192.

о

1

193. <р(*)=

194, q>(*) =
о

1

—1
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1вв- *w

197. Показать, что интегральное уравнение

(#(*};> О для всех х(= [0, 1])

не имеет действительных' решений, если \at
о

§ 16. Характеристические числа и собственные функции

Однородное интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода

ь

Q D)

всегда имеет очевидное решение <р (х) = 0, которое называют нулевым

(тривиальным) решением.
Значения параметра X, при которых это уравнение имеет ненулевые

решения <р (х) фО, называются характеристическими, числами*) урав-
уравнения A) или ядра К (х, t), а каждое ненулевое решение этого уравнения

называется собственной функцией, соответствующей характеристиче-
характеристическому числу К

Число "к — 0 не является характеристическим числом, так как

при "к — 0 из (I) следует, что <р (х) = 0.
Если ядро К {х, t) непрерывно в квадрате U {а < х, t^b} или

квадратично суммируемо в Й, причем числа а и Ь конечные, то каждому

характеристическому числу X соответствует конечное число линейно не-

независимых собственных функций; число таких функций называется

рангом характеристического числа. Разные характеристические числа

могут иметь разные ранги.

*) Некоторые авторы вместо термина «характеристические числа»

пользуются термином ссобственные значения». Мы будем называть

(Явственным значением величину и= -т-, где Я — характеристическое
л

число.
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Для уравнения с вырожденным ядром

ь п

a 'A=t

B)

характеристические числа являются корнями алгебраического урав-
уравнения

C)

степень которого р ^ я. Здесь Д (к) — определитель однородной
лнненяон: системы

siCi + A — %а-я) С2 — . . .

—

„
= 0,

где величины aillk и Ст (A, m = 1,2,..., ft) имеют тот же смысл, что

и в предыдущем параграфе.
Если уравнение C) имеет р корней A ^ р ^ л), то интегральное

уравнение B) имеет р характернетических чисел; каждому характе-

характеристическому числу Xm (rti= I, 2, . . .
т р) соответствует ненулевое

решение

Ы

Г c'f %p

системы D). Соответствующие этлм решениям ненулевые решения ин-

интегрального уравнения B), т. е. собственные функции, будут иметь вид

ф, (х) = (х),
*=•!

Интегральное уравнение с вырожденным ядром имеет, вообще говоря,
не более п характернсти ческих чисел и соответствувдщня ны собственных
функции.
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В случае произвольного (невырожденного) ндра характеристиче-
характеристические числа являются нулями определителя Фредтольма D (X), т. е.

полюсами резольвенты R (я, t- X). Отсюда, в частности, следует, что

X

интегральное уравнение Вольтерра ф (х)
— ?. \ К {х, t) ц> (/) dt -— О,

где К (х, i) e L% {£2»), не имеет характеристических чисел (для него

ВД) —е~А\ см. задачу 177),
Замечание, Собственные функции определяются с точностью

до постоянного множителя, т. е. если <р (х)—собственная функция,
соответствующая некоторому характеристическому числу %, то и

Сф {х), где С — произвольная постоянная, тоже является собственной
функцией, соответствующей тому же характеристическому числу к.

Пример. Найти характеристические числа и собственные функ-
функции интегрального уравнения

q> (j:) — X [ (cos* л:cos 2t -j- cos Zx, cos3;) <p (/) dt = 0-

и

Решение. Имеем

Ф (х) ™ Я cos- х \ ф A) cos 2^^ 4- Я cos Зх \ ср @ cos9 tf d

о

Вводя обозначения

Ci = ^ Ф (t) cos 2i Л Сг = \ ф @ сс^з t dtt

будем иметь

B)

Подставляя B) в A), получим линейную систему однородных уравнений

& (i — X i cos* t cos 2t dt) — C2l { cos 'dt cos 2/ dt = 0,C2l {
0

— dk? coss tut + Ca (l — г. f cos^cos 3/<tt\ = 0.

о о

Но так как

C)

4

71 Я

V cos51 dt = 0, ^i cos3 ^ cos 3* ^ — -5.
t
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то система C) примет вид

<*)

Уравнение для нахождения характеристических чисел будет

О'-т

о 1 —

= 0.

Характеристические числа А,!——, k> = —
'

г
ля

4
При X — ~—

система D) принимает вид

откуда С? = 0. d произвольно. Собственная функция будет ф1 fjcj =
= СДсо53д;, нли, полагая CiJ. = l. получим mi(х) = со$лX-

8
При ^г='7" система D) примет вид

(-l)-Ci=0.
0-С3=0,

откуда Ci = 0, Са произвольно, и, значит, собственная функция будет
Фг (л) = СйЯcos3jf, нлн, полагая С^К= I, получим фа(л)=созЗх.

Итак, характеристические числа:

соответствующие вм собственные функции:

% (х) = cos2 ж, ф« (л) = cos Зл,

Однородное интегральное уравнение Фредгольма может вообще
не иметь характеристических чисел к собственных функций либо же

может не иметь действительных характеристических чисел и собствен-
собственных функций.

Пример 1, Однородное илтегральное уравнение

— I \ C* — 2)

0
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де имеет характеристических чисел а собственных функций. В самом

деле, имеем

Полагая

i

\ -C = 0.

о

получим
<р (х) *= Ск (Зх — 2). B)

Подставляя B) в (I), получим
1

— Х\ C£- — 2i) dt

i

Но так как \ (З*3 — fU)dt = 0, то уравнение C) дает С ~ 0, и: еле-

о

дователыю, tp(j;)=O.
Итак, данное однородное уравнение при любых "к имеет только одно

нулевое решение ф {jt) = 0, л значит, оно не имеет характеристических
чисел и собственных функций.

Пример 2. Уравнение

1

ф (х)
— X \ ( Ух {— у 7 х) 9 @ dt = О

у

не имеет действительных характеристических чисел и собственных

функций.
Имеем

9(*) = Cifc У'л— СЛлг, A)
где

1 1

rlq>(l)dt, B)

Подставляя A) в B), после несложных преобразований получим систему

алгебраических уравнений

C}
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Определитель этой системы равен

[гл. и

г.

При действительных X он не обращается в нуль, так что из C) получаем

CL = 0 и С.± = 0, а значит, для всех действительных h данное уравне-
уравнение имеет только одно решение, а именно нулевое: <р (х) — 0, Итак,

уравнение A) не имеет действительных характеристических чисел и соб-

собственных функций.

Найти характеристические числа н собственные функ-
функции для следующих однородных интегральных уравнений
с вырожденным ядром:

198- — А. \ = 0.

190,

200.

i—А \ s-.n

Ь

21»

-Я*, sir = 0.

201.

202.

203.

204. dt = 0.
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I

205, <р(*) — *- \

206. <*>{*) — к

207. <р (jc> — А. V (jech ^ — f* shjc) ф (^) Л = 0.

208. y(x) — % t (xcht — tchx)y(t)dt =

Если п-е повторное (итерированное) ядро Kn (jf, tf) ядра К (x, t)
есть симметричное ядро, то можно утверждать, что Ц [х, t) имеет Пи

крайней мере одна характеристическое число (действительное или ко>ь
плексное) и что л-е степени всех характеристических чисел — числа

действительные. В частности, для кососимметричного ядра К (х. Л) =
—
— К (t, ж) все характернстическне числа чиста мнимые К= pi, где

Р — дейстзнтельное (см. задачу 220).
Ядро К {х* *) интегрального уравнения называется симметричным,

если выполняется условие А" (х, 1)= К (L х) [а < х, t-^!>)r
Для интегрального уравнения Фредгольма

= 0 A)

с симметричным ядром /< (х, t) имеют место следующие теоремы:
Теорема 1. Уравнение (I) имеет по крайней мере одно дей-

действительное характеристическое число.

Теорема 2. Каждому характеристическому числу К соответ-

соответствует конечное число q линейно независимых собственных функций
уравнения A), причем

где
ь ь

№(xt t)dxdi.

Число q называется рангом или кратностью характеристического
числа.

Теорема 3. Каждая пара собственных функций од (х), срд (ж),
соответствующих различным характеристическим числам ^ф^
4 M..JL Краснов и др.



98 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА [ГЛ. И

ортогональна, т. е.

Теорема А. В каждом конечном интер*ал£ оси X находится
конечное число характеристических чисел. Верхняя грань длячисла т
характеристических чисел, лежащих в интервале ~ I < К < /, опре-
определяется неравенством

т < №

В том случае, когда ядро Д' (xr t) интегрального уравнения A) яв-

является функцией Грпна некоторой однородной задали Штурма — Лну-
вилля, нахождение характеристических чисел и собственных функций
сводится к решению указанной задачи Штурма — Лиувнлля,

Пример. Найун характеристические числа н собственные

функции однородного уравнения

где

A (Xr I) =

Решение, Данное уравнение ыредставнм в виде

кал

х *

f(j) = biniL (i) cos t dt + X cos x [ <p @ sin £ dt. A)
о x

Дифференцируя обе части A), находим

(ff (я) =z % cos x \ ф {t) cos t dt + X sin x cos x ф (я) —

\ tp(i)sm tdt—Xsinxcos x ф(«)

irли

iff (jt) » X cos x \ у (t) cos tdt — к sin x \ <p {() sin i dt, B)
О X
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Повторное дифференцирование дает

л:

f" (Я) = — % 51П X \ ф {/) COS tdt-^-'K COS3 Хф {Х) —

I)

ГС

— X cos л: С <р @ sin / df 4- Ь sin4 хц> (я) =

х is

= ?.<р(л)— Га sin л\ <р(*)cos/1# -hXcos.v\
*-

о л:

Выражение в квадратных скобках равно (р (#), так qro

Ф" (л) = kf (*) - 9 (*}•

Из равенств A) н B) находим, что

9 (") = 0, ф' @) = 0.

^ данное интегральное уравнение сводится к следующей краевой
задаче:

<р*(*)-(Я~1)ф(*) = 0, C)

Ф W = О, V @) = 0. D)

Здесь возможны три следующих случая:

1) У. — 1 = 0 или А. = I. Уравнение C) принимает вид q>" (x) = 0.
Его общее решение будет ф (х)

—

С±х + Сг. Используя краевые усло-
условия D), получим для нахождения неизвестных С: и Сг систему

1 С,-О,

которая имеет единственное решение Сх
— 0, Св = 0, а следовательно,

интегральное уравнение имеет только тривиальное решение

ф (х) - 0.

2) X — 1 > 0 или X > L Общее решение уравнения C) имеет вид

<p(.K) = Cich Ух — 1 л: -Е- С3 sh jO, — Ijc,

откуда

Ф' (л) = К5^Л (С, sh 1/£=Т д: -Е- Со ch V^ITT x).

Для нахождения значений Сг и Сг краевые условия дают систему

СХ ch я УХ~^\ ■+- С-- sh л
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Система имеет единственное решение CL = 0, Са = 0. Интегральное
уравнение имеет тривиальное решение <р (х) = 0, Итак, при Х^-1
интегральное уравнение не имеет характеристических чисел, а значит,

к собственных функций.
3) к — 1 ■< 0 или Х<^\. Общее решение уравнения C) будет

Отсюда находим, что

стему
условия D) в этом случае дают для нахождения

Ci cos л "|/"i — Л, -1- Сз sin л 1^1 — ^ s О,
E)

Определитель этой системы

sin л У1 —cos я у 1 —,

О

Полагая его равным нулю, получим уравнение для нахождения харак-

теристнч;еских чисел:

cos к V"l — % sin it V'l—"„
F)

X ;= 0. По предположению V"l —
—А, —0. Отсюда находим, что i /l—X =

б 6)
поэтому V,
= л/2 -J- ял, где ге—любое целое число. Все корни уравнения
даются формулой

При значениях i. = i.n система E) принимает вид

fC,-0:=G,

\Сг = 0.

Она имеет бесконечное множество ненулевых решений

где С — произвольная постоянная. Значит, и исходное интегральное
уравнение имеет бесконечное множество решений вида

которые являются собственными функциями этого уравнения.
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Итак, характеристические числа и собственные функции данного

интегрального уравнения будут

+ YJ * 9» (*) = "

где п — любое целое число.

Найти характеристические числа и собственные функ-
функции однородных интегральных уравнений, если нх ядра

имеют следующий внд:

210, K(xtt)

t{x— 1),

isin ^ cos дг,

fsi
213. K(xtt)= .

,

— 1), —Jt

214. K(x,t) = \ .

4

, , .;v '

ismfsinC*— 1),

215.

sin Ix +т

sin [j1 + -g-j sin [jc — ^-j, ^ < x< л.

216. К(х^) = е-1*-Ч, 0<д:<1т

2,7. *<*,0

218. Показать, что если 1,, ?-, XL =/- Я2) суть характе-

характеристические числа ядра А" [х, t)r то собственные функдни
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уравнений

ь

ортогональны, т, е. V <р ( = 0.

219. Показать, что если К (*, 0 — симметричное ядро,
то второе итерированное ядро Кг (х, t) имеет только поло*

жительные характеристические числа.

220. Показать, что если ядро Д" (х, t) кососимметричное,
т. е. А" (/, х) — — К {х, t), то все его характеристические
числа чисто мнимые.

221. Если ядро /С {х, t) симметрично, то

где К — характеристические числа, Лт — tn-e следы ядра
Kit* *)*

Используя результаты задач 211, 212, 216, найти суммы
рядов:

п2—IK '

;

) 5j *—* ГД£ Y>n
— корни уравнения 2ctgu

—

Резольвента симметричного ядра есть мероморфная функция от Я,
для которой характеристические числа интегрального уравнения явля-

— м-
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ются простыми полюсами. Ее вычеты относительно нолюсов К. дают

соответствующие этим злачениям Я2 собственные функции {при любом

значении О-

Найти собственные функции интегральных уравнений,
резольвенты которых определяются следующими форму-
формулами;

K(xtb)= -

224. R(x,£;%) =

4 E — 2Л} [3—2?,+ C — 6Д.) Jtf | + 5 (W—8Я+3) C^—1) CP — 1)
=

4A— IX){3 — 21) E— 2X)

Интегральные уравнения Фредгольма с ядрами, з^йлСящнмн от

разности аргументов.
Пусть имеем иЕгтегрздьиое уравнение

где ядро К {х) (—я ^ х ^ я) есть четная функция, продолжаемая
четдым образом на век» ось ОХ, так что

Можно показать, что собственные функции уравнения A) суть

ф-.1' (х) = cos их (л = 1, 2, <,,),
C)

а соответствующие характеристические числа

где в„
— ноэффицненты Фурье фуякцни ft (x);

л- = — { К{х)cosnxdx {л —1,2,...). E)

Таким образом, каждому значению Ъ.п соответствуют две линейно неза-

независимые собственные функции cos nx, sin nx, так что каждое Х„ есть
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двукратное характеристическое число. Функция ср0 (•*) ^ 1 также

является собственной функцией уравнекня A)т отвечающей характери-
характеристическому числу

Покажем, например, что cos nx есть собственная функция инте-

интегрального уравнения

где

1 [*
й =—\ К (а-) соз пх dx~

Л- О
—л

Делая подстановку х— t = г, находим

*-|-х

= cosnj \ ^ (г)созпгс(г -f sinnj; V JC B) 5(пл2^г = лап

так как второй интеграл равен нулю в силу четности К {х), а первый
интеграл есть умноженный на л коэффициент Фурье ап в разложении
четной функции К (х).

Итак,

а это и означает, что cos пл есть собственная функция уравнения F).
Аналогично устанавливаем, что sin лл есть собственная функция

интегрального уравнения F), отвечающая тому же характеристическому

числу

225. Найти собственные функции к соответствующие
характеристические Числа уравнения

^Л \



§ 16] СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ 105

226. Показать» что симметричное ядро

' ! 2л 1 — 2ft cos (x — t) -\- №
v ^ ' ^* }

имеет при \h\<. 1 собственные функции I, sin nx, cos nx,

соответствующие характеристическим числам 1, \Shn, Ш",
227. Найти характеристические числа и собственные

функции интегрального уравнения

где К{х) — х2 {—п <л- < я) — периодическая функция
с периодом 2д.

Экстремальные свойства характеристических чисел н собст-

собственных функций.
Абсолютная величина двойного интеграла (интеграла Гильберта)

ь ь

| A)

где К (х, 0 = К (t, x) — симметричное ядро некоторого интегрального
уравнения, на множестве нормированных функций ср (x)t т. е. таких, что

ь

и

имеет максимум, равный

1
B)

где Хд — наименьшее по абсолютной величине характеристическое число

ядра К (х, t)> Максимум достигается при ср (х) = «ft (x) — собственной

функции ядра, отвечающей KL.
Пример. Найти максимум

?) I = V \ К {х, t) ф (x) ф it) dx dt
I J J

при условии

(ф. tp):
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если

К (х, t)= cos xcos2t+ cos fco$2x + 1.

Решение. Решая однородное интегральное уравнение

ф (,*) =Х\ (ccs х cos 2t-\- cos ? cos 2x + 1) <p @ di

0

как уравнение с вырожденным ядром, находим характеристические
1 2

числа &,! = —— и ta,3 = + —~

к соответствующие им собственные

функции ф! {х) — Ci, фа (х)
—

С2 (cos х + cos 2jc)> ф3 (х) — Ся,
— coi2x), где Cj, С» и С3 — произвольные постоянные.

Наименьшим по модулю характеристическим числом является \=— ,

я

ему отвечает собственная функция yL (x) = Cj. Из условия нормировки
^

,-.

(ф, ф)
— \ находим Ci = 4; —т:==г ' Следовательно,

max \ \ (сое хсоз2/+ с<

о о

и достигается он на функциях ф (х) = ^ -.^

228. Найти максимум

(I (J

при условии, что \y2(x)dx— ], если:

а)

6)

Точки бифуркации.
Пусть имеем нелинейное интегральное уравнение

ь

= \ ^ К (х, t, ф (/)) rff, A)
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н пусть ф (х) ш 0 есть решение этого уравнения, так что

К (х> *t 0) ее 0.

Ненулевые решения <$ (х) фО уравнения A) по аналогии с линейными

интегральными уравнениями называют собагизенными функциями,
а соответствующие значения параметра А,—характеристическими
числами этого уравнения.

Интегральные уравнения (I) при малых | А, | обычно не имеют отлич-
отличных от нуля малызг решений, т.е. при малых | X | у уравнения A) нет
собственных функций с малой нормой. С возрастанием | X | малие соб-

собственные функции могут появиться. Введем следующее понятие-
Число %0 называется точкой бифуркации нелинейного уравнения

A), если для любого в ^> 0 найдется характеристическое число А, урав-
уравнения (I) такое, что|?. — A,e | <; е, причем этому характеристическому
числу отвечает по крайней мере одна собственная функция <р (л-)
{ф {х) фО)с нормой, меньшей е: || ф || < в. Грубо говоря, точка бифур-
бифуркации — это то значение параметра л, а окрестности которого нулевое

решение уравнения (I) ветвится, т. е. возникают малые по норме нену-
ненулевые решения уравнения (I). Для линейных задач: бифуркационные
значения совпадают с характеристическими числами.

В задачах техники и физики, связанных с условиями устойчивости,
точки бифуркации определяют критические силы. Так, задача об изгибе

прямолинейного стержня единичной длины н переменной жесткости

р (л) под воздействием силы Р приводит к решению следующего нелиней-

нелинейного интегрального уравнения;

<Р(*)=/>Р (*>$*(*•') 9 @ l/ i-[$*;{*, <)9(*)*«?<«, (Г)

где ф {х) — искомая функция.
При малых Р уравнение (Г) имеет единственное нулевое решение

в пространстве С |0, 1] (в силу принципа сжатых отображений). Это
означает, что при малых Р стержень не изгибается. Однако прн силах,
больших так называемой критической силы Эйлера, возникает прогиб.
Критическая сила Эйлера и является бифуркационным значением.

В качестве примера на отыскание точек бифуркации рассмотрим
нелинейное уравнение

Положим

Тогда
9 <*) = СК, C)
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и уравненке B) сводится к алгебраическому уравнению
С = ЯС + УС3. D)

Из D) нахоаим

откуда согласно C)

Таким образом, при 0 < X < 1 уравнение B) допускает действительные
ненулевые решения. При %= 1 оно имеет только нулевое решение
(р ~ 0 (трехкратное).

Таким образом, дли всякого 0 < ё <; 1 число X = I — с есть ха-

характеристическое число уравнения B), которому отвечают две соб-
собственные функции:

где е = 1 — К Значит, точка %„. — i есть точка бифуркации уравнения
B). Можно также говорить о точках бифуркации ненулевых ре-
решений яел!шейлых интегральных уравнений.

Найти точки бифуркации нулевых решении интеграль-
интегральных уравнений:

229. ч()
о

1

230. <р (х) *= Л V (Зх — 2) / (ф @ + ф3
о

(Подробнее о точках бифуркации см. 110], A11, [2610

§ 17. Решение однородных интегральных уравнений
с вырожденным ядром

Однородное интегральное уравнение с вырожденным ядром

Ф (х) - Я J [ 2 ак (х) Ьк <о] ф (fl d/ ^ 0, A)

когда параметр А. не явлйется его характеристическим числом (т. е.

Д (к) ф 0), имеет единственное нулевое решение: ф (л) = 0. Если же X.
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есть хара«теристческое число (т. е, Л (А) = 0), кроме нулевого решения
уравнение {1) имеет и ненулевое решения, которыми являются собствен-

собственные функции, соответствующие этому характеристическому числу. Об-
Общее решение однородного уравнения (I) получается как линейная ком-

комбинация этих собственных функций,
В случае, когда i.v X,,, ,

., Ар являются характеристическими чис-

числами уравнения A), последнее будет иметь р решений, являющихся
линейными комбинациями, составленными из собственных функций,
соотБетствуюш,их олределенному характеристическому числу Xk (£= (,
2, . .

., р).
Пример, Решить уравнение

Ф (х) — % V (cos3xco$2( -{- cos3/cosZx) ф (t)di =0.
о

Решение. Характеристические числа данного уравнения суть
4 8

А= -—•

t лг=—-1 а соответствующие нм собственные функции
71 71

имеют вид

Ф1 (*) = С0£3 х> Фа (х) = cos Зх.

Общим решением уравнения будет

(f{X) =

cp(x) =

q>{*)=

С cos.3jt,

<\

если

если

еслп

к

К

X

4
-

л
'

8
-

я
'

А
^ я

'

8
Я^ я

где С — произвольная постоянная. Последнее нулевое решение получа-
получается из общих решений при С = 0.

Решить следующие однородные иитегральные уравнения

23 !.>(*)—

232.

233.

о

^/4

)—2 \ —
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234. q><Jf) 5- J

235. tp(Jc) + 6\(.л:2
о

§ 18. Неоднородные симметричные уравнения

Неоднородное интегральное уравнение Фредгодьма 2-го рода
ь

f{x) A)

называется симметричным, если его ядро К (х, t) симметрично:
K(xt t)=K(t. х).

Если / (х) непрерывна н параметр А. не совпадает с гарактернстиче-
скнми чиcлa^ш А.д (п = 1, 2, . . .) соответствующего однородного инте-

интегрального уравнения

ь

- X \ К {х, t)q>{t)dt = O, B)
а

то уравнение (I) имеет единственное непрерывное решение, которое
дается формулой

DO

где ffn (x) — собственные функции уравнения B),

причем ряд, стоящий в правой части формулы {3), сходится абсолютно
и равномерно в квадрате а <^ х, t^b.

Если же параметр А. совпадает с одним из характеристических чисел*

например X = ^, ранга q (кратность числа ЛА), то уравнение A), вообше

говоря, не имеет решений. Решения существуют тогда и только тогда,
когда выполняются q условий

ь
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т, е. когда фуккцяя f (х) ортогональна ко всем собственным функциям,
принадлежащим характеристическому числу кк. В этом случае урав-

уравнение A) имеет бесконечное множество решений, которые содержат
q произвольных постоянных к даются формулой

<?(x)=f{x)-X 2 Х=^Ф„(*) +

F)

где Сг, Cj, *, ,t Cq — произвольные постоянные.

В случае вырожденного ядра

формулы C) и F) будут содержать в правых частяа вместо рядов конеч-
конечные суммы.

Когда правая часть урааяешш (I), т. е. функция f(x), будет орто-
ортогональна ко всем собственным функциям <р„ (л:) уравнения B), то реше-
решением уравнения (!) будег являться сама эта функция: ф (л) = / (х).

Пример I, Решить уравнение

где

(t — 1). если

t{x— 1), если ( < х <; 1.

Решение- Характеристические числа а соответствующие им

собственные функции имеют вид

Хп= — пал!; уп (х) = Sin лпх, п = 1, 2, . . .

Если Я =^ ?.л, то решением уравнения (I) будет

со

Находим коэффициенты Фурье ап правой части уравнения:

ля
ft О



1 12 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ФР£ДГОЛЬМА [ГЛ. 11

Подставляя в B), получим

Ф (х) = х
- ±- у. {~J\ sin

При к—— п2яа уравнение A) не имеет решений, так как

яд

Пример 2. Решить уравнение

*¥ (х) — Я \ К (хг I) <р {() dt = cos nx.

где

Решение, Характеристические числа:

Л,-1. Хп=—гРп* (л=- 1, 2,,. .),

Соответствующие им собственные функции:

Фв (^ ^^ й*1 Фи (*) =:г sin гаяж-f- лл cos лла' (л = 1,2,.. ,),

Если Л Ф I и Л, т^= — ягя2, то решение данного уравнения будет иметь

вид

со

ф(х) = С05ЛХ —Я -г— (- >, т
~- ШППЯХ-1- ПЛ. COS

IX— \
'" 41 й, + яэяа

я так как

й* = \ er cos пх ах= — . ,
д,

J tJ т п"

а„ = \ cos

соа яд: + >. -;—г—г ^ г — ^^i—Р^а\E*п ях-ё- я cos пх)

При Я= 1 и А.= — я2 (п= 1) уравнение решений не имеет, так как

его правая часть, т. е. функция cos ях, не ортогональна к соответствую-

соответствующим собственным функциям
<р0 (у) — eXt tp| (*) — 5*П Пх + л cos л#-
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Если же % = ~—п2л2, где п = 2. 3, . .
.,

то данное уравнение имеет

бесконечное множество решений, которые даются формулой F):
1 -\-е f я

-}- С (sin идя 4- ля cos ппх)у

где С ^ произвольная постоянная.
В некоторых случаях неоднородное симметричное интегральное

уравнение можно свести к неоднородной краевой задаче. Это возможно

сделать тогда, когда ядро К (х, 0 интегрального уравнения является

функцией Грина некоторого линейного дифференциального оператора.
Локажем на примере, как это делается.

Пример 3. Решить уравнение

1

ф(х) — X { К (х, t)y(t)di=eK, A)
о

где

shxshf/ — 1)
ihl •

Shi ' .^*^i.

Решение. Данное уравнение перепишем и виде

х 1

ih(t—i)y(()dL B)
о

Дифференцируя дважды, найдем

Я-chr* —1)
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ИЛИ

Полагая в {2) х = 0 и л — lt получим, ято ф @)
—

1, <р A) = е- Иско-

Искомая функция ф (х) является решением неоднородной краевой задачи

)<Pto=*\ C)

Рассмотрим следующие случаи:

1) ^ + 1 = 0, т. е. X = —I. Уравнение C) имеет вид <р* (*) — г*.
Его общее решение будет

Ф (х) = Ctx + С% + е*.

Учитывая краевые услоеня D), получчм длн нахождения постоян-

постоянных Ci и Ся систему

-t- t,a -f- fl — ey

.решение которой имеет вид С] = 0, Са = 0, и, следовательно,

у (х) = е*.

2) X + 1 > 0, т. е. ^ > — I, Л, =^= 0, Общее решение уравнения C)
будет

Краевые условия D) дают для нахождения С( и Са сястему

откуда

'
л

•

shy 1 + X

Искомая функция ф (л) после несложных преобразований приведется
к виду

3) 31+ ! <0. т. е, Л<—!. Обозначим X + 1 = — р*. Общее

ршгенке уравкеиня CJ будет

Ф (.г) = Сд со^ цх -1- С» sin ц.т -| j -ц* .
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Краевые условия D) давдт систему

115

Cl +*
1

Ct cos ц ^ С3siп ц -€■
i

к „а •

Здесь в свою очередь возможны два случая:

а) ]А не является корнем уравнений sitt]A
— 0.

Тогда

и, следовательно,

— cos u
" sin

где jX — V— A.— 1.

6) (i является корнем уравнения $тц=^0, т, е, |i ~ чл (n = 1, 2,...).
Система E) несовместна, а следовательно, данное уравнение (I) не имеет

решений.
В этом случае соответствующее однородное интегральное урав-

уравнение

1

+ (I + п*&) $ /с (х, 0 Ф @ ^ - 0

о

F}

будет нметь бесконечное множество нетривиальных решений, т. е, числа

Хл = — A -f- /j%2) являются характеристическими числами, а соответ-

соответствующие нм решения <рл (х) = sin пПд: ~ собственными функциями

F),

Решить следующие неоднородные интегральные симме-

симметричные уравнения:

236. ф<*)—-^-\

*<*.') =

*<*<!.
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237. <f{x)-

239.

240.

238. ф(х) —

2$

sin /cos.vt

241. <p(*) — x,

—3),

242. 9(*) —

sin

sin / 4- -r-
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1

11?

243. y{x)
—

244, y(x)—

ch

24S.

g 19. Альтернатива Фредгольма

Для интегральных уравнений Фредгольма имеют место теоремы:

Теорема 1 (альтернатива Фредгольма). Иди

неоднородное линейное уравнение 2-$о рода

ь

(x) A)

имеет единственное решение при любой функции / (л:) {из некоторого
достаточно широкого класса), или соответствующее однородное уравнение

O- B)

имеет по крайней мере одно нетртиальное, т. е. не равное тождественно
нулю, решение.

Теорема 2- Если, для уравнения (I) имеет место первый
случай альтернативы! то он имеет место и для сопряженного уравнения

ь

(x). C)

Однородное интегральное уравнение {2) и сопряженное к нему уравнение

ъ

O D)

имеют одно и то же конечное число линейно независимых реии
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Замечание, Если функции <р, (х), q^ (х), , .
., ф„ (х) являются

решениями однородного уравнения B), то их линейная комбинация
п

ф (х) = С& (х) + Cafs (*М (-СЙЧ>Д (л) = 2 Сйфа (.г),

где Ck (k = 1, 2, . .
., /ij — произвольные постоянные, также является

решением этого уравнения.
Теорема 3. Необходимым и достаточным условием сущгство-

еания решения <р (х) неоднородного уравнения A) so втором случае аль-

тсрнативы является условие ортогональности правой части этого урав-
уравнения, т. е, функции f (x), к любому решению ■$ (л:) сопряженного к урав-

уравнению B) однородного уравнения D):
ь

dx;=0. E)

Замечание. При выполнении условия E) уравнение A) будет
иметь бесконечное множество решений, так как^эгому уравнению будет

удовлетворять любая функция вида ср (х) -J- <р (х), где ср [х) — какое-

нибудь решение уравнения A), а ф {х} —любое решеме соответствую-
соответствующего однородного уравнения {2). Кроме того, если уравнению A) удо-
удовлетворяют функции 9i (х) и Фз (к), то в силу линейности уравнения их

разность фд (х) — Фа (*) есть решение соответствующего однородного
уравнения B).

На практике особенно важное значение имеет альтернатива Фред-
гольма. Вместо того чтобы Доказывать, что данное интегральное урав-
уравнение A) имеет решение, часто бывает проще доказать, что соответ-

соответствующее однородное уравнение B) нлн сопряженное к нему уравнение
D) имеет только тривиальные решения. Отсюда в силу альтернативы

следует, что уравнение (I) действительно имеет решение.

Замечания,!) Бслн ядро К {х, 0 интегрального уравнения A)
симметрично, т. е. К {%, t) = /f (tr x), то однородное сопряженное урав-
уравнение D) совпадает с однородным уравнением B)Р соответствующим
уравнению (I).

2) В случае неоднородного интегрального уравнения с вырожден-
вырожденным ядром

ь

условие E) ортогональности правой части этого уравнения дает п

равенств

ь
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Пример I.

1

Ч> (л) — X \ E*з— 3) /»ф (Q Я = **.

о

Решение. Имеем

Ф (*) = a (fix1 - 3) + «* (I)
где

С = \ t-y(i)dt, B)
5

Подставляя B) в A), получим
1 1

С = СТ. [ Ш4 — ЗП dt + [ PifdL
о о

Откуда

Данное уравнение при любых Ь имеет единственное решение

Ф {х) == X (е — 2) {их3 — 3) + е*,

а соответствующее однородное уравнение

1

о

имеет единственное нулевое решение <р (х) = 0.
П р к м ер 2.

1

— ^ \ si

1

sin

о

Решение. Имеем

<P(jf) -= asihln:t+ 2*.
1

где C = \q>(O<ft- Подставляя выражение Ф@ & интеграл, на&дем
о

U

о

откуда
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Если "К Ф—2, то данное уравнение имеет единственное решение

<р(з;) — "oil sln Iti x-f~ 2*, соответствующее однородное уравнение

I

<р (х) — X ^ slji In яр (I) dt — O

имеет только нулевое решение ф (*) = 0:
Если же Л = —2, то данное уравнение не имеет решений, так как

правая часть / (х) = 2х не ортогональна к функции sin In x\ однород-

однородное уравнение имеет бесконечное множество решений, так как из урав-

уравнения для определения С; 0-С~ 0 — следует, что С — произвольная
постоянная; все эти решения даются формулой

Ф {х) = £"sin In jc (С — —2С).

Пример 3.
п

Ф (х) — I { cos [jc + t) (p (t) dt ~ соз Ъх.

Решение. Перепишем уравнение в виде

я

г*

Ф(л) —i Ucosxcob/ — stn rf£iQ О <Р (^)rf^ = cos Злг.

Отсюда имеем

<р (у) = Cti cos jc — СаЯ sin i + cos 3x, A)
где

к w

d= ? ф (/) №s / л, cs = ? <p (г> sin г л. B)

о 6

Подставляя A) в B), получим

С» — WCikcosf — От}» xin t -$- cos3t) cos t dt.

3
— \" (Cil cos t — C2X sin ^ 4- cos 3/> sm ^ dtt
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откуда

АЛЬТЕРНАТИВА ФРЕДГОЛЬМА

— СД X [ sin*/#) = С
щ} *

V

О О

или

Определитель этой системы равен

— Я. -s- О

! ~

121

тг я ч

l — X \ cos2 t dt) + CSX [ sin * cos tdt = \ cos 3t cos (rfj*,

«00

C)

1) Если X, =jf=i
~ (Д (Я) ^t 0), то система {3} имеет единственное

р С, =^0, С2— 0, а следовательно, данное уравнение имеет
единственное решение<р (х) = со&Зх, г соответствующее ему однородное
уравнение

Ф (л-) — X V cos (дг + /) Ф (О dt = О

имеет только нулевое решение ф (х) = 0.

D)

2
2) Если ). ™~Z~> то система C) принимает вид

Отсюда следует, что С% = 0, а Сг — Ct где С— произвольная постоян-
постоянная. Данное уравнение'будет иметь бесконечное множество решений,
которые даются формулой

2
ф(х) — -—Г C'COSX-\- C0S3JC

или
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соответствующее однородное уравнение D) имеет бесконечное множество

решений:
Ф (х) — С* cos х.

2
3) Если \ = — —, то система C) принимает вид

откуда Q =0, Са — С, где С — произвольная постоянная.
Общее решение данного уравнения имеет вид

2

"■»>
или

ф(.Г) = С-SLI1 X ■

В этом примере ядро К (к, t) = cos {л -f () заданного уравнении симме-

симметрично k (x, t) — К (t, х); правая часть уравнения, т, е, функция
/ (л') = cos Зх, ортогональна к функциям соз х и sin x на отрезке [0, л}.

Исследовать на разрешимость при различных значениях

параметра X следующие интегральные уравнения;

246.

247. р{)
—1

248. ф(а) — Я ^ jjf —я
о

1

249, <p(Jt)— ki
о

250, »p(Jt) — Л. ^ (x* —

г

251, tp(jt) — А.

=■ sin
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252. y(x)~k\K(xtt)y(t)dt = I, где

о

... „ \chx-sht,
Л (X, I} — \

[ch?»shx,

§ 20. Построение функции Грина
Д1я обыкновенных дифференциальных уравнений

Пусть дано дифференциальное уравнение n-го порядка:

где функции р0 (х), р, (х), . , „ р, (х) непрерывны на \а, If], р0 (х) Ф О
на [а, Ь], и краевые условия:

+ PfV F) +. Л+ p^-V (b) (A«=i. 2 л). B)

где линейные формы V, Vn от у (а), у' (а), . .
., s/-n~l) {а),у (ft), . .

.

.,,,
у(гг-1' (£) являются линейно независимыми.

Предполагаем, что однородная краевая задача (I)—B) имеет толь-

только тривиальное решение у (х)
= 0.

Определение, Функцией Грина краевой задачи (\)-~ B)
нлз&вайнгся фунщи&О {к, |), пострдалняяйлялюбой точки |, а <; | <; fc,
и имеющая следующие А свойства:

Iй 0 (х, £} непрерывна и имеет непрерывные производные по х до
(л — 2)-го порядка включительно при a k^ x <^b-

2° Be (л — 1)-л производная по х е тоисе х = £ имеет разрыв \-го

рода, причем скачж равен
■

"/у1 • т.е.

^
G (дг,

дх'

0 (х,
C)

ТВ каждом из инпге/,залов \аг |) и (^, й] функция G {х, |), рассмат-
рассматриваемая как функция от л, является решением уравнения A):

A EG] - 0. D)

4Р G {х, |) удовлепморяет граничным уелюиям B):

yfe{tf)=0 <A= 1,2 л). E)

Теорема 1. Если краеваязадйчй A)^B) имеет лишь тривиаль-
тривиальное решение у (х) = 0, tno оператор L имеет одну и только одну функцию
Грина G (х, £}
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Доказательство. Пусть & (x)t уг (л:), , .
4] уп (х) — лнней-

но независимые решения уравнения L [у] = 0. Тогда в силу свойства 3°
искомая функция G [х, 1} на интервалах fa, |) и Ц, Ь] должна иметь сле-

следующее представление:

G (х, I) = а$у (х) + ад2 (х) + , . . + апуп {х) при а < х < £
и

О (х, %) = &,;/, (х) -+■ b^z W + - • ■ + &пу„ (л) при |< я < fr.

Здесь oI? ff2j ,
.

,, ая, &,, fri5 , , ,, 6,t — некоторые функции от |. Непре-

рывкость функции G (х, |) и ее первых л — 2 производных по j: в точке

х = 5 дает нам соотношения:

д (У] = 0,

а условие E} принимает вид

Р E)
Положим сА (£,) = ЬА (У,— я^. (£,) (k — lr 2,. ,., л), тогда получим си-

систему линейных уравнений относительно ^{Е;):

Определитель системы F) равен значению вронскиана W (£>,, уг, .,., ^ )
в точке х — |, а потому отличен от нуля. Поэтому система F) однозначно
определяет функция ck (|) {к — I, 2, . . ., л). Для определения функций
ак (&) и &ft (§) воспользуемся краевыми условиями B), Запишем Vk {у)
в виде

V&M^AbW+BkW* G)
где

Ак (У) = ЧУ («) + 41)У' (а) + •. • + af-V (о),
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Тогда в силу условий E) получим

Vk (О) = aiAk (У1) + а*Ак Ы + .. . (уп)
Bk (у,2) (k = i, 2, „ ., я)

Учитывая, что afi = 6А — cfe, будем иметь

- а) АкЫ + (&: - с2) АкЫ + . . . + (&я
- сп) Лк (уп)

Отсюда в силу G)

{уп
= ciAk (yt) + сгЛк &) -Ь .. . + ctt^A {ifn) {k = I, 2 n). (8)

Заметим, что система (8) является линейной относительно величин

#i Ьп. Определитель этой системы отличен от нуля:

i Ы V-, (уа) ■ ■ • Vi (tfn)

фО, (9)

в силу нашего предположения о линейной незаеисимости форм Vlt

Следовательно, система уравнений (8) имеет единственное решение

относительно^ (|), Ы (£), . .
., Ьп [%), а гак как ак (|) = Ьк (%) — ск (I),

то и величины ак (%) {k— 1,2, . .
., п) определяются однозначно. Тем

самым существование и единственность функции Грина G {х, £) дока-
доказаны и одновременно дан метод ее построения.

Замечание 1. Если краевая задача A) —B) самосопряженная,
то функция Грина является симметричной, т, е.

Справедливо и обратное утверждение.
Об условиях самосопряженности краевой задачи для дифференци-

дифференциальных операторов 2-го н 4-го порядков см, 121], т, I, стр, 232—233,
Замечание 2, Если на одном из концов отрезка |л, Ь\ коэф-

коэффициент при старшей производной обращается в нуль, например
Ру (о) =i о, то ставится естественно? граничное условие ограниченности

решения при дг= а, а на другом конце задается обычное граничное

условие (см. ниже пример 2).

Важнмй частный случай

Рассмотрим построение функции Грнна для дифференциального
уравнения второго порядка вида

(Р СО У')' + ?WJ = 0.

р(х)фО на [at b\t р (*) е Cl) [a, b] A0)
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с граничными условиями

у(й)-у(А)=0. (II)

Предположим, ято у^ (х) есть решение уравнения A0), определяемое
начальными условиями

й(а>=°. й'<а)=«чЬ0. A2)

Это решение, вообще говорят, не обязано удовлетворять второму гранично-
граничному условию, поэтому мы будем предполагать, что у1 (Ь) ф 0. Но функ-
функции вида Cjt/i (x), где Ct — произвольная постоянная, очевидно, явля-
являются решениями уравнения A0) и удовлетворяют граничному условию

Аналогично находим ненулевое решение уг (х) уравнения A0), причем
такое, чтобы оио удовлетворяло второму граничному условию, т. е.

ft (*)-0, A3)

Этому же условию будут удовлетворять все решения семейства

С2 \хO где Сд— произвольная постоянная.

Теперь функцию Грина дли задачи A0) — A1) ищем в виде

причем постоянные Сг н С3 выберем так, чтобы выполнялись свойства
г н 2*, т, е. чтобы функция G (х, %) была непрерывна по х при

фиксированном %, в частности непрерывна в точке х = %:

С& (I) = С$г (|),

и чтобы Qx (х, £} в точке х = \ имела скачок, раввый ,р, :

Перепишем два последних равенства так;

Определитель системы A5) есть определитель Вронского W \у± {х),
Уг WJ = W" (л), вычисленный в точке х = I, для линейно независи-
независимых решений ух {х) и уг (х) уравнения {I0)v а значит, он отличен от нуля:

w (й ф о,

так что величины d и Cs нз системы {15) немедленно определяются:
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Подставляя выражения для С] и Ct в A4), окончательно получим

Замечание I. Выбранные нами решения yL (x) и у., (х) урав-
уравнения <10) являются линейно независимыми в сллу предположения,

что и, (Ь) ф 0.
В самом деле, все линейно зависимые ог (/, (х) решения имеют вид

С\У\ [х] и, следовательно, при Cj ф 0 не обращаются в куль в точке

1=р,в которой, согласно нашему выбору, обращается в нуль решение

Замечание 2, Краееал задача для уравнения второго лоряд-
ка видя

у" (л) + ft (л) у' (х) + ра (Л у <*) = 0 A5)
и краевых условий

у(а)= Л, tf<fr)=fi A9)

сводится к рассмотренной задаче A0) — (Л) так;

1) Линейное уравнение A8) приводится к виду A0) путем умноже-

умножения A8) на р (х) = e^'ixidx (а качестве q (х) надо взять р (х) р2 (х))>
2) Краевые условия {19) сводится к нулевым условиям (II) лилей-

ной заменой переменных

В— А
г(х) = у(л) — ь_п (х — а) — Аг

При этой замене линейность уравнения A8) не нарушается, ко в отли-

чяе от уравнении <10) теперь получаем уравнение с правой частью

В — А ~\ В —А
+ <)J<>

Однако функцию Грина мы строим для однородной краевой задачи
L \г] =0, г{а}= 2 (Ь) = 0, которая полностью совпадает с задачей
A0) -A1).

Пример 1, Построить функцию Грина для однородной краевой
задачи

*1У(л:) = 0, A)

УФ)

Решение. 1. Сначала покажем, что краевая задача A)—B)
имеет лишь тривиальное решение, В самом деле, фундаментальная си-

система решений для уравнения A) есть

Ул (х) = I, у* (х) = ь уш (х) - х*, &i (*) = *», C)
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так что его общее решение имеет вид

у(х) = Л+ Bx + Cxa+Dx*,

где А, В, С, D — произвольные постоянные. Краевые условия B) дают
иан четыре соотношения для определения Л, В, С, D:

у @) = А = 0,

i/ @) - В *= О,

if A) =В+ 1С+ 3D -0,

Отсюда имеем А = В — С = £> = О,
Итак, задача (I) — B) имеет только нулевое решение у {х) = 0,

а значит, для нее можно построить (и притом единственную) функцию
Грина 0 (х, %).

2. Теперь построим функцию Грина. Используя фундаментальную
систему решений {3), представим искомую функцию Грина 0 (х, I) в виде

О (хг

О (л.

ffl. 4- 0

при

{4)

E)

где а1г Ов, й3, а4> *i, h> *з. ^а —пока что неизвестные функции от |.
Положим ск (I) = Ьк (|) — ак (%) (k = 1Ь 2,. 3, 4) и выпишем систему
лцнейдых уравнений дли нахождения функций ск (|) (см. систему F)
на стр. 123):

с, 4-*Д+ *?+ ««$»= 0,

4 ^з - 2£ 4 -о,
F)

Решая эту систему, получим

1

G)

Далее воспользуемся свойством 4° функции Грина, а именно тем, что

она должна удовлетворять краевым условиям B), т. е.

-о,
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В нашем случае эти соотношения принимают вид

-f 2bs + ЗЬ4 = 0.

129

C)

Используя то, что ск
= bj.

1
„ „

1
_.

1

= 1,2, 3, 4), из G) и (в) находим:

__

1

^- 2 Z*— 3 ^: C)

t i

Подставив значения коэффициентов аь ^3, . .
., Ьл из (9) в D) и E),

получим искомую функцию Грина

Последнее выражение легко преобразуется к виду

при ^ ^ у ^ 1,

так что G (л, у
— G {I, х)г т, е, функция Грнна симметричная. Это мож-

можно было сказать и заранее, так как краевая задача A) — B) самосопря-
самосопряженная.

Читателю рекомендуем установить это самостоятельно. Кроме
этого, советуем проверить, что найденная нами функция Грина
удовлетворяет всем требованиям 1°, 2"t 3°, -4°, сформулированным
при ее определении.

Пример 2. Построить функцию Грина для дифференциального
уравнения

ху» + у' = 0 A)
при следующих условиях:

у {х) ограничено при * -* 0, _

5 М. л. Краснов н др.
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Решение- Найдем сначала с-бтее решение уравнения A) и

убедимся, что условии B) выполняются лишь тогда, когда

У (-*) - 0.

В caWOM деле, обозначая if (х) = г (,v), получим xz' -^ z = 0, откуда

In z = In с, — /п ж, г — -z, a значит,

*<*)=-<>! In *+cs. C)

Ясно, что у (x), определяемое формулой (-3), удовлетворяет условиям
B) только при cL

= с2 = 0, а зчачит, функцию Грина для задачи A) — B)
можно построить.

Запишем (рормалы:о G (л-, |) в виде

,. . „. pi т-'^lnje при ^.- ,,,

1^1 -|- b-2 Jri .v при ^ ^ ,v -^ 1. ^ '

Из непрерывности G (д;, I) при л =^ ^ получаем

^i ~Ь ^з 1п i — °i — (?a In 4 = О,

а скачок б' (у, £) в точке х = | равен —, так что

Положив

с\ := ^i — ffi 1 ^а:= ^г — °ы E)
будем иметь

Гсй j-^a In % --= О,

откуда
с, = — in |, сг — 1. F)

Используем теперь услов!гя B). Ограниченность G (хл %) при л:-* О

дает нам а3
= 0, а из условия G (jc, £) = afi'x (у, ^) получаем Ьй

~

офг
Учитывая E) и F), получаем значения всех коэффициентов в D):

й! = « ~f In s, Gй
= 0, ^ = а, Ьй= ].

Игак.

■fin*, £<*<*■

Пример 3. Найти функцию Грнна краевой задачи

Решений. Легко убедиться в том, что решение дг (х) — .sin kx

удовлетворяет краевому условию i/i{ty=0t a решение Уг(х)ш=
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— sin к {ic
— I) — условию #$(')— 0, причем они являюгся

линейно независимыми, Мандем значение определителя Вронского для

sin кх и sin к (х — I) в точке л = |:

sin A E — 1)

[■ — I) — sin fe (£,— 1) cos k%\ = fc-sirt ft.

Замет;!ь еще, что в нашем примере р (х) ~ ]г согласно A7), лолу«пгм

k(l
— 1>5lnfe.c

0 (х, I) =
ft din ft

sin №, ■ ^in fe (.v ^ 1)

В следующих примерах установить, существует ли

функция Грина для данной краевой задач]!, и если сущест-
существует, то построить ее,

253.

254.

255.

256.

257.

258.

+ гО; у {0) = £/ (я) - О,

= 0; е/ @) = у' @) - J,- (I) - у'" A) ^ 0.

^0- у {0) = г/'{1)-0, /@)-//A).

=0; 1/@) = 0, ^(l)--^'(l).

#--A^«0 (ft#=0); ff @) = ^ (l> = 0.

262. y*+.y = 0; i/ @) = ^ A). y'(O)=t/{\).
263. jT = 0; у @) - у A) = 0, i/ @) + y' A) - 0.

264. у- = 0; y' @) = hy @), ^ A) = - Ну A).
265. хгу* + 2xyf a= 0; у (х) ограничено при х -* 0,
l 'O)

260.

266,
x -> (M =0.

0; t/ (x) ограничено при

267. x-y" + x/ — у = 0; у (а-) ограничено при л" —* 0r
У (I) - 0.

268. xy"±y' -y^Q; y@) конечно, y(l)=*Ot
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269. хгу" + ху' — nbj = 0; у @) конечно, у A)
- 0.

270. л-2 (In х — \)у" — xi/ -[• у = 0; у @) конечно,

A) 0

27 и £[<I~**>'lrlBs0; ^(°) = °* Ж1) конечно.

272t ху" 4- г/ =0;у @) ограничено, г/ (f) - 0,

273. £* - у
= 0; е/ @) = у' @), у ДО + V @ - 0.

(Рассмотреть случаи: А. = 1Г Я = — 1, | А. | ф 1.)

§ 21, Применение функции Грина
для решения краевых задач

Пусть дано диф|>еренциальное уравнение с лравой частью

MtfJ = M^Sr(rt)<*)+Pi(*)yln-l}<*)'T-..* + р„(л)^(*)=/(х) A)

и краевые условия

Vi (И) = 0, 1/в ^) = 0, . . .
, V,, (у) = 0, B)

причем, как и в § 20f мы считаем, что линейные формы У,, К3, , , ., Vn
от у (a), if (а), г/" '(д), у (й), у' (fr), . .

., у(""" (А) являются

линейна независимыми.

Теорема. Если G {х, |) есть функция Грана однородной краевой
задачи

L [у] - 0,

МУ>=0 (А- 1, 2- ..-, п),

то решение краевой задачи (I) — B) дается формулой
ь

Я <*) = $<? (ж, t)f«)rft C)

(см. [21]).
Пример 1, Используя функцию Грина, решить краевую задачу

/ (*) - у (х) = х, A)

у(Щ = уA)=0. {2)

а) Вычспим сначала, существует ли функция Грина для соответ-

соответствующей однородной краевой задачи

у"(х)-у(х)=0, (У)
уО) = О. . B'}
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Очевидно, что yt {х) = ех, #а (а) = е~х есть фундаментальная система

решений уравнения (!'). Значит, общим решением этого уравнения будет

у (х) = Ае* + Ве~х,

Краевые условия B) удовлетворяются тогда и только тогда, когда
А — Б — 0, т. е. у (х) = 0. Итак^ функция Грина существует.

6) Легко проверить, что

C)

является функииеи Грина для краевой задачи (Г) —B').
в) Решение краевой задачи A) — B) пишем & виде

D)

где G {x, \) определена формулой (З).
Разбивая промежуток интегрирования на два я подставляя в D)

выражение для функции Грина из C), получим

\
_sb (-<

shl- j
Но

E)

\ Е. sh \ п%
—

х ch х — sii .v,

u

(^ — i)rf5== I —Jcch(j—i) + sli(*—i),

поэтому
1

lh 1) [\ x— sh-к]

shs: У
+ sh jr [ 1

— x ch (j; — 1) + sh {x — I)]} = -r-r
—

x.

Здесь мы воспользовались формулой.
sh (« ± р) = sh a ch P ^ ch a sh p.

а также нечеткостью функции sh x.
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция

sh х
tj (х) = -г—г

— л

удовлетворяет уравнению A) н краевым условиям B).
Пример 2- Свести к интегральному уравнению следующую крае-

краевую задачу для делинейнот дж|)ференанального уравнений:

Строи функцию Грина дли задачи

у" = 0, C)

находим

;-и*, о

Рассматривая правую часть уравнения A) как известную функцию,
получаем

1

^(xt®fa,it№)dt. D)

Таким образом, решение краевой задачи A) — B) сводится к решению

нелинейного интегрального уравнения шла Гаммерштеина (см. § 15),
ядро которого — функция Грина задачи C) — B). Значение интеграль-
интегральных уравнений Гаммерштейна н заключается в том, что решение многих

краевых задач для нелинейных дифференциальныя уравнений сводится

к решению интегральных уравнений этого типа,

Исггользуя функцию Грина, решить следующие краевые

задачи:

274. /+!/=*: tf@)-

275. £,iv « i; у @) ^ у' @) - у" A) - (/'" A) - 0.

276. */ + #' ^-v; у О) =р(е) -0.

277. у" + ^ - cos я.г; i/ @) - г/ A), ?' @) - У (I).

278. / —|/-2shl; ^@) = //{l) -0.

279. у" — ^--2^; у @) = у1 @), у (/) -[ у' (I) ■--- 0.

280. у" + у = х*; у@)^
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§ 22. Краевые задшк, содержащие параметр, н сведение

их к интегральным уравнениям

Bq многих вопросах приходится рассматривать краевую задачу вида

L[y\^l^h(x}, (I)

Vk(y)^Q (А- 1, 2 ,0- №
где

I Щ =

р, (х) i/:i> (х) -f pi (x) y&-" {x) H- ■ - -

п- Р„ (.

P(fcV^)-l ■*■ "!-^J 'V" 'V'MA

г, 1/а, . .
,, V',t ииляютеп лпнекно

h {х} — заданная непрерывная функция от я'; А. — некоторый числовой

параметр.
При k (л) hi 0 получается однородная краевая задача

^С^) = «> С* = 1,2 я).

Те значения А, для которых краевая задача C) кмеет нетривиальные

решения у (х), называются соост«еннлшл эчнчгнндллг краевой задачи

C), а эти нетривиальные решеичст
— соответствующими собственными

функциями.
Теорема. Если краевая мбачо

D)

фунщшй Грина G {х, |), то краевая задача A) — B) эквивалентна

уравнению Фредголъш

В частности, однородная краевая задача C) эквивалентна однород-
однородному интегральному уравнению

- G)
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Замечание. Так как С (х, £) — непрерывное ядро, то к нн-

тегралыюму уравнению гтримеетнщ теория Фредгольма. Поэтому одно-

однородное интегральное уравнение G) может иметь не более счетного

числа характеристических чисел Л1г Л^, . , .,■&■„, . .
^ не имеющих конеч-

конечной предельной точки. Для всех значений X, отличных от характеристи-

характеристических, неоднородное уравнение E) имеет решение при лкХэой непрерыв-

непрерывной правой части f (x). Это решение задается формулой

у {х) = X ^R (х, fil)dl-^f(x), (8)

где /? (x, %; X) — резольвента ядра G (хл £). При этом для любых фикси-
фиксированных значений хи £ из [а, Ь\ функция R (х, |; X) является мероморф-
ной функцией от "К, полюсами которон могут быть лишь характеристиче-
характеристические числа однородного интегрального уравнения G).

Пример. Свести следующую краевую задачу:

у" = *. A)

B)

к интегральному уравнению,
Решение. Сначала найдем функцию Грина G {х, £) для соот-

соответствующей однородной задачи;

у" (х) = О,

Так как линейно независимыми решениями уравнения у' (х) = О,
1

л

удовлетворяющими условиям у @) =■ 0 н у {-г} = 0, соответственно

л

являются функции уу (х) = х и уа (х) = л
—

 ^,то функцию Грина

ищем в виде

где
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Итак,

137

Далее, пользуясь функцией Грина D) как ядром интегрального урав-
уравнения, получим для у (х) следующее интегральное уравнение;

где

"

Итак, краевая задача A) — B) свелась к интегральному уравнению

о

Свести к интегральным урзвне!1иям следующие краевые
задачи:

28!. tf^by + j*.

282. у" ^ Хг/ + е*; f/ @) = у (\) -- 0.

283. /+^ = ^ ^

2S4. (/" + ку = 2Л + I; у @) = у' A), у' @) - г/ A).
285. я" ^ Х(/ -г- 1; У @) = i/' @) - 0, у" A) -

286. ^ + Ху = 2х; у @) = у (I) = 0, у' @) - ^ A).
287. у" + 'kit - Л У @) - у' {0), у A) - у' (I).
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§ 23. Сингулярные интегральные уравнения

Интегральное уравнение

будем называть сингулярны.», если или интервал интегрирования (о, Ь)
бесконечен, или ядро К (х, t) неинтегрируемо (например, в смысле

МП))-
Для сингулярных интегральных ура мнений могут иметь место явления,

не имеющие аналога в случае конечного интервала (а, Ь) и «хорошего»

ядра К (х, t) (непрерывного или из L$ (ft)).
Так, если лдро К (х, t) непрерывно вО {n<t, Ki) и и и Ь

конечна, то спектр интегрального уравнения, т. е. множество харак-

характеристических чисел, дискретен и каждому характеристическому числу
отвечает не более чем конечное число линейно независимых собственных

фушшш! (хнрактеристическле числа имеют конечную кратность).
У сингулярных интегральных уравнений спектр может быть не-

непрерывным, т. е. характеристические числа могут заполнять целые

интервалы, и могут быть характеристические числа бесконечной крат-
краткости.

Покажем это на примерах,
Рассмотрим уравнение Лалеско — Пикара

Ядро ^гаго уравнения Д" (jc, t) = с~' х'~1'
обладает бесконечной нормой.

В самом деле,

\ \ K"(x,t)dxdt= \ \ e^\xiUxdi^ (j dx.

—'Л -ccj ^со —сю -'".о

Если функцкя ср (л) дважды дифференцируема, то интегральное урав-
уравнение B), которое можно залисать и виде

эквивалентно дифференциальному уравнению

Обшее решение уравнения C) имеет вид

D)
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(Ci, C9 — лроизвольные постоянные), где

г = Vi— гГ. (&)

При этом для существования интеграла ц правой части B) необходимо,
чтобы | Re г \ <^ 1, т, е, чтобы X было больше нуля для действительных "к.

Следовательно, в области действительных чисел спектр уравнения B)
заполняет бесконечный интервал 0 <[ X <^ -f- ос. Каждая точка этого

интервала язляется характеристическим числом уравнения B) кратно-
кратности 2. Однако соответствующие собственные функции не принадлежат
классу Ij (—оо, + ос).

При к >
— собственными функциями, согласно D), являются

_, ]
sin у 2Я — 1 л', cos V2L — L ,v; hjut Х-~. ~у получаем ф {л) :^ С,-}- Сглч

TaiiHM образомN при ^>.—существуютограниченные в (—со, -Ь ?с)

собственные функции. Если же действительная часть |^1—2%
положительна и меньше единицы, то формула D) при любам выборе

постоянных C|, Ca (Cj |-С2ф0) Дает неограниченное на {—оо, + ^
решение интегрального уравнения B).

Из этого примера видна существенная роль класса функции, я

котором ищется решение интегрального уравнении.
Так, если искать решение уравнения B) в классе ограниченные

t

функций, то, как мы видим, все значения к > -f- являются характери-

характеристическими.
Если же решение уравнения B) ищется в классе функции А2 (,— °°-

+ ос), то при любом значении К уравнение B) имеет лишь тривиальное
решение ф (л) = 0, т. е. для решений из L, (—sot -\- оо) \т одно и? зна-

значений h не является характеристическим,"
Пусть F (х) — непрерывная, абсолютно интегрируемая на |0, -\- со|

функция, имеющая на любом конечном интервале оси ОХ конечное
число максимумов н минимумов.

Построим косинус-преобразование Фурье этой функции:

t(l)- I/ --

Тогда

0

Складывая эти две формулы, получим
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т. е. при лкэОоит выборе функции F (х)г удовлетворяющей указанным
выше условиям, функции ф (х) = f, (х) + F (х) является собственной

функцией интегрального уравнения

/I-соответствующей характеристическому значению ^=; I/ -—. Так

как f (*) — произвольная функция, то, следовательно, при указанном
значении А, уравнение F) имеет бесконечно много линейно незявнси1кых

собственных функций.
Эта особенность уравнения F) связана с тем, что уравнение F)

сингулярное (промежуток интегрирования в F) явлчется бесконечным).
Пример. Рассмотрим интегральной уравнение

G)
if

и возьмем

Тогда

Далее,

Подставляя ф (д:) в уравнение G), будем иметь

-, / z t a cos л:;
,

i

о о

Как уже отмечалось,
ад

Второй интеграл в правой части (9) можно найтя, используй теорему
Коши о вычетах:



§ 233 СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 141

Таким образом, мы получаем из (9)

^ /| -] (Ю)

i/2
Отсюда видно, что если ?. — I/ —-

,

то функция

будет решением интегрального уравнения G). Следовательно,

k = "I/ —есть характеристическое число уравнения G), а функция

— соответствующая собственная функция, причем, поскольку а> 0 —

любое.характеристическому числу Л.= Л/ __ соответствует бесконечное
г л

число линейно независимых собственных функций (8).
Аналогично можно показать, что уравнение G) имеет характеристи-

характеристическое число Х= — 1/ —, которому соответствуют собственные функ-

функции

288. Показать, что интегральное уравнение

имеет характеристические числа к — ±~ Л/ 'i. бесконечной
г ж

кратности, и найти соответствующие собственные функции.
289. Показать, что интегральное уравнение с ядром

Ганкеля

о

(где Jv (г) — бесселева функция 1-го рода порядка
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имеет характеристические числа Я — ± I бесконечной

кратности, и иаАти соответствующие собственные функции.
290* Показать, что для интегрального уравнения

любое число Я, для которого одно из значений УХ имеет

положительную действительную часть, является характе-

характеристическим числом.

291. Показать, что шггегралыюе уравнение Вольтерр;*

имеет бесконечное множество характеристических чисел

Я = £ 4- /ij, где точка (£, rj) находится вне параболы
€ + лв = о.

Решение некоторых сингулярных интегральных уравнений с помощью

теоремы Эфроса (обобщенной теоремы умножения).
Пусть

где V (р) и ц (р) ■+- аналитические функции. Тогда
га

Ф {$ (Р)) V [р) =d J y(t)u(x,x)dx. A)
n

Это i] есть обобщенная т е о р е м «i умножения (т е о р е-
иг а Эфроса). Если и {х, т) = и (х — т), то q (p) s р, и мы полу-

получаем обычную теорему уи»ож^т\я:

Ф (р)-£/ (р.) р^ ^ Ф (т) ц [х— г) dr.

Рели U (р) = —г=^ * ? (Р) =

B)
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Поэтому если известно, что Ф (р) ^ (р (х), то по теореме Эфроса
■

находим ортчшал для
-

г г «О

Пример. Решить интегральное уравнение

1

ях
D)

Решение. Пусть «р (л:) = Ф (р). Применяя преобразование
Лапласа к обеим частям D), получим, согласно формуле C);

откуда

]1ЛЧ
р pi

т -
v

р
•

Следовательно, <р (х) = \ есть решение уравнения D).

Решить следующие интегральные уравнения:

292. -JU- ^ е «

о

со уз

293. -^L-^ e ixyit)dt - гдг —

о

294. —i=-^C e

Известно, что

где J
п (г) — бесселева функция 1-го р<>да порядка п. В частностн,

1 --

Jo B V*)■=-£-*
Р
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В силу теоремы подобия

1 --

откуда видно, что для теоремы Эфроса следует мять в таком случае

Пример. Решить интегральное уравнение

Решение. Пусть <р (.v) ^Ф (р). Применяя к обеим частям E)
преобразование Лапласа и учитывая теорему Эфроса, найдем

(в)

Из (C) и G) находлм

\
Заменяя р на ■—

, получим

Решить слелующие интегральные уравнения (X

295.

296.
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со

297. (р (a) -cos а- + Ь
, -7-/^

298. (р(лО

Решение некоторых сингулярных ингегральныхуравнений с поьнмцью

преобразования Меллина.
Пусть функ\шя f{t) определена при положительных t и удовлетво-

удовлетворяет условиям
ос

jj . (f)

при надлежащей зыборе чисел ах и <Г2- Преобразованием
цнн /(г) называется функция

Формула обращенлп преобразования Меллина имеет вид B)

■0-к'ся

i f()'*b ^><> <H<s<<3t), C}

где интеграл берется вдоль прямой f: Re s = а, параллельной мнимой
оси плоскости s, к понимается в смысле главного значения.

В случае, когда поведение функции / (() при t — 0 и t-> cc известно,

например из физических соображении, границы полосы (аь ог) могут
быть установлены из условий абсолютной сходимости интеграла B).
Если же поведение / G) известно лишь на одном конце интервала
@, -J- оо), например при. t -»■ 0, то определяется только сг^ прямая инте-

интегрирования I в C) должна оыть выбрана правее прямой с— ■?! и левее

ближайшей особой точки функции F ($}.
Преобразование Меллнла тесно связано с преобразованиями Фурье

и Лапласа, и многие теоремы, относящиеся к преобразованию Меллина,

могут быть получены из соответствующих теорем для преобразований
Фурье и Лапласа путе^г замены переменных.

Теорема о свертке для преобразования Меллина имеет следующий
вид:

jj f (t) ф (-у) ~r\=
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Отсюда можно заключить, что преобразование Меллина удобно приме-
применять пра решении интегральных уравнений ища

dt

(l) 5

В самом деле, пусть функции «р (л), / [х) и К (х) допускают преобразо-
преобразование Меллина, и пусть <р {х) ~* Ф (s),J {х) -* F (s), Л" (л) -> К (s),

причем области аналитичности f (s) а К (s) имеют общую полосу
о} <^ Re s

—

о <[ as. Применяя к обеим частям уравнения E) преобра-
зоЕЕние Меллнна и используя теорему о свертке D), получим

Ф^)== F(s) + K(s).4>w: F)
откуда

Это — операторное решение интегрального уравнения (Б). По формуле
обращения C) находим решение ф (j;) этого уравнении:

Рассмотрим интегральное уравнение

X

\
"

Т<Р (П -f t« > 0).

Применим и обеим частям {9) преобразование Меллмна, Имеем
OQ СИ

-xzs-Ldz = F
й

(! I)

e~*f =
—

Г(в)= А" (.ч) (Res>0),

так что области аналитичности F (s) и /С (s) совпадают. Операторное
уравнение, соответствующее уравнению {9), будет иметь вид

откуда
Г E)

ФE)
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По формуле обращения (В) находим

147

1
1

Интеграл (II) найдем с помощью интегральной формулы Кодин.

При а* > 1 в контур интегрирования включаем полуокружность,
лежащую в правой полуплоскости. В этом случае единственная осо-

особенность подишчг]>альнои функции лежит в точке s= 3, Ь которой
1

I — гг 1'(.ч) -=0.

Тогда

где "ф C)—логарифмическая производнзп Г-функции в точке s = 3:

. m
Г' C) 3

(V — постоянная Эйлера),
При ах *С 1 особенности нодннигтралъиой функции суть отри-

отрицательные корни функции 1—-^-Г(.?), так тто

где i|5 (sit) ^- значения логарифмической производной Г (s) в точках

s=sk (fe= I, 2, . . .)■ Итак,

4

C-2т)<а*)«
>

1

<**> ii

2 У, Г

Рассмотрим интегральное уравнение вида

(уравкенне Фокса). Умножая обе части (I) на д^ и интегрируя по
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б Пределах от 0 до оо, получим
<х> со со со

{ <р (х) x^dx = С / (х) xs~ldx + С ф (/) dl \ К (х-1) x5^ dx,

(I 0 0 0

Обозначая преобразование Мелена функций <р (х). fix), К, (х) соот-

иетственно через Ф (s)f / (s), К (s), после наслояашх преобрззованкй
получим

Ф (s) ■= F (s) + К (s) J ф (() r*dt, B)

Легко видеть^ что \ ф(/)/"^^=ФA—s)T так что B) запишется в

II

виде

Ф ($} = F (S) + Ф A — з) К (s). C)
Заменяя б равенстве C) s на 1—5, получим

ф (I — s) = F A — s) + Ф (s) 1( (I — s). f4)

Из равенств C) я D) находим

Ф (s) - f E) + f (I — з) К (s) + Ф (s) tf (s) К (J — s),
откуда

Ф (s) ^^ —Lz—_— j-^,.—t—i_i_ E)

Это — операторное решение уравнения A).
По формуле обращения Меллина найдем

решение интегрального уравнения A).
Пример. Решить интегральное уравнение

-

\ <р (£) co&xidt. G)
*■

о

Решение. Имеем

— «

2
'

2
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Для вычисления интеграла (в) воспользуемся тем, что

со

С е~хх*-Чх=Г{2), (Я)
о

Поворачивая в формуле (9) луч интегрирования до мнимой осн. что

в силу леммы Жордаш возможно при 0 ■< г < 1. приходим к формуле

е Г (г).

Отделяя действительную и мнимую части, получим

со

,8т-^'Г(г). (И)
о

Таким Образом, в силу (8) н (iO)

Kts)^l/Zr(s)e0S^. -

A2)

Далее,

A.2 JK
.

Л5
•= — 2cos-2~ ^1П^-Г{5)ГA— 5) = А5,

так как Г{з)-Г A — s)^r-т-—. Следовательно, если М {f (x)) =

= F(s), то в силу формулы E) (при \Х \=f=l)

ФE) =

и потому

Г л/2 яв

Ф(-к) = ,-,-; и—ггг \ \Р (s) + F [i — s) к у
~- r(s)cos -п~

С+/0О

4 12г тг^-1 Л
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Заменим во втором интеграле правой части A3) F A — $) на

со о+£ю

\ f (t) t~s dt и заметим, что -к—- \ f {$)x~sds = f (х). Тогда форму-

ла A3) перепишется так:

2 1 4*

A4)
Согласно формуле обращении Мелли на

Г7^ \ I1 (.-О COS -ТГ (Х/ГБ & = COS Xtt

a— (to

так что окончательно

Решить интегральные уравнения:

299. ^(A'J^-f—+ 17=51 У я ^17У

300.

301.



ГЛАВА III

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ

§ 24, Приближенные методы решения

интегральных уравнений

]. Замена ядра вырожденным. Пусть имеем инте-

интегральное уравнение
Ъ

с произвольным ядром К {х, ()■ Простота разыскания решения урав-
уравнения с вырожденным ядром (см. § 15), естественно, приводит к мысли

о замене данного произвольного ядра К" (я, t) приближенно на выро-

вырожденное L (x, t) и принятии решения «р (х) нового

ь

в качестве приближения к решению исходного уравнения A). В каче-
качестве вырожденного ядра L (xt t)b близкого к данному К. {х, t)t можно

брать отрезок ряда Тейлора для функции f( (x, t), отрезок ряда Фурье
для К. (х, t) no любой полной ортонормированной в L>(a, Ь) системе

функций {u!t (х)} и т. д. Укажем некоторые оценки погрешностей
в решений {I), возникающие от замены данного ядра на вырожденное.

Пусть даны два ядра L (x, t) и /С (jc, i) и ii3necTHOf что

\ \s-i If
^^

L \Л] If 1 Ufa *-^_»*

в что резольвента RL (x, t; X) уравнения с ядром L (x> t) удовлетворяет
неравенству

ь
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а также что | f (х) — fY (х) | < fj. Тогда если выполнено условие

ю уравнение

- Ц К (>'-

имеет единственное решение ф (х) к разность между этим решением н

решением <$ {х) уравнения
ь

9(.vJ = /,(j;) -\-X\L(x, i)<${t)dl
a

не превосходит

где N —верхняя граница \}(х)\ (см. [8]).
Отметим, что для вырожденного ядра L (xt t) резольвента

Rj_ (x, t\ Ц находится просто (с точностью до вычисления интегралов),
it

именно, если L (x, t) = "У Xh(x)Tk{t), то, полагая

получаем

где

V (*, £; к) =

D(X)
'

1—Хоц . - - "^^^iii

1 —

F)

Корни D (Я) суть собственные значения ядра L (x, t).
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Приведем еще одну опенку (Х= I). Пусть

К(х, 0=М*. 0+Л(*, 0* G)

где L (x, t) — вырожденное ядро, а Л (xt t) имеет малую норму в неко-

некоторой метрике. Пусть, далее, R „ {х, t), RL (х, i] суть резольвенты

ядер К (*, t)u L (х, ^соответственно и[|Л||, [[Я^||, IJ R^]\ — нормы опера-

операторов с соответствующими ядрами. Тогда

ll<p-?IKI|A||(l+|f^Ji)(l + !|^|!)||/||, (8)

причем норма в формуле (8) может быть взята в любом функциональном
пространстве. Для нормы резольвенты R любого ядра К (х, 0 справед-
справедлива оценка

При этом а пространстве С (О, I) непрерывных функций на отрезке

10, 1]
1

II JC || = max \ \K(x, t)\dt,

\\f\\^ max \f{x)l {Щ

В пространстве функций, суммируемых с квадратом по Q (а ^ хг

ь ь

а а

Пример. Решить уравнение

1

<р^) =sin x-h \ A — х cos xt) <p {0 rf/, A)
о

заменяя его ядро на вырожденное.
Решение. Разлагая в ряд ядро К (х, t) = 1 — х cos xt, получим
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■ (гл.

Возьмем в качестве вырожденного ядра L (x, t) первые три члена раз-*
ложення B);

и будем решать новое уравнение
1

^(х) = sin х -f- \ (l — дг -f -g-J ф (fl <#.

D) получаем

где

ф (jf) ~- sin x + CL {I — jc) H- С3д:3,

— \ $ @ d(, C4 = -y J (s ф (*) dt.

Подставляя E) в F), получим систему для определения С, и

Имеем:

C)

D)

(Л)

{Щ

[sin / >|- С, A
1 1

dt = -j- Ci + -^ С3 -J-1 — cos 1,

(fi ~ p) -j- Cztn dt =

1 1

-g" Ci — -£- C2
= I — cos i,

Решая эту систему, найдем

Сх- 1,0031, Сг= 0,1674,
а тогда

Ф {х} = J.003I A — х) + 0,1674-V3 + $m х.

Точное решение уравнения <р (х) = 1.

Оценим теперь Цф — ф|] по формуле

G)
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Б метрике пространства Lz получим
L 1

1 IV, iVi 1 1

Д UJ J 72 V4i 238
о а

3dxdt> =

о о

1

A ^

a a

а

Нормы резольвент /?^ и J?t оценим по формулам

3 3
где | X | = 1. Значит, || RK ||< — , || RL \\ ^ -^ . а тогда

3 \ 3

Найти решение интегрального уравнения с помощью

замены ядра вырожденным и дать оценку погрешности;

302 у{)
о

1

303.

304.

305*
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2. Метод последовательных приближений.
Метод последовательных приближений (метод итераций) состоит в сле-

следующем.
Имеем интегральное уравнение

<р (*) = / (-V) + * J К (х, t) ф (t) df, A)
а

Строим последовательность функций {<ря {к)} с помощью рекуррентной
формулы

ь

Функции фд (х) (п = I, 2, .

, ,} рассматриваются как

к исковому решению уравнения, причем нулевое приближение фо (х)
может быть выбрано произвольно.

При известных условиях

ьЪ

BV \\4)d C)

последовательность B) сходится к решению уравнения (I), Величина
погрешности (т -j- 1)-го приближения определяется неравенством

где

b

max { K^ix, t)df.

Методом последовательных приближений решить урав-
уравнения:

306,

l

5 i
307. ф (x) ~ -я- x 4- -я-».
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308. Найти третье приближение <р$ (х) к решению
интегрального уравнения

где

и оценить погрешность.

Отметим, что основная трудность применения метода последователь-

последовательных приближений состоит в вычислении интегралов в формулах BJ.
Его, как правило, приходится производить при. помощи формул при-
приближенного интегрирования. Поэтому и здесь целесообразно заменить

данное ядро вырожденным с помощью тейлоровского разложения, а за-

затем уже ввести метод итераций,
3. Метод Бубнова — Га Теркина. Приближенное ре-

решение интегрального уравнения
ь

<р (х) = / (х) + I ^К {х, 1) <р (/) dt A)

по методу Бубнова — Галеркина ищется так. Выбираем систему функ-
функций {иа (х)}, полную в Аа (о, Ь) и такую, что при любом п. функции

"i (*). "з (■*)> ' '
•> lin (x) линейно независимы, и ищем приближенное

решение срП (х) в виде

Коэффициенты ak(k= 1,2, . .
., п) определяются из следующей ли-

линейной системы:
b

№в W. Ч (х)) = U (*)i «А (*» + ?- (J «" <*i 0 Ф« @ Л. «* (*)) C)
а

(A^i,2 л),

где (/,5) означает \ f(x)g{x)dx и вместо <рп (х) надо подставить

п

2 с4иА(*). Если значение ?. в A) не является характеристическим,
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та при достаточно больших п система C) однозначно разрешима и при
«-•ос приближенное решение ф,г (х) B) стремится в метрике Li (и, Ь)
к точному решению ф (х) уравнения A),

Пример. Методом Бубнова — Галеркина решить уравнение
1

Решение. Б качестве полной системы функции на f—1, I]
выбкраем систему полиномов Лежандра Рп (д:) (л — 0, \,2, . . .}.
Приближенное решение tprt (x) уравнения D) будем искать в виде

Подставляя ф^ (х) вместо <р (л) в уравнение D), будем иметь

;iv5 — 1 / :^3 — 1 \
«14- ая-х f ег* —^—

= х -f- s
jrrf ^tfi +::^ + йз—j—J

-l

или

^—
= л -J- x у а?, E)

Умножал обе части E) последовательно на 1, х,
■—-— и интегрируя

по х в пределах от —1 до 1, найдем;

Отсюда Д1 = 0, а2 = 3, п3 = 0, к, значит, <р3 (х) — Здг- Нетрудно про-

проверять, что зто — точное решение уравнения D).

Методом Бубнова — Галеркина решить следующее ип-

тегральиые ураннения:

309. 9(л;) = 1+
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BIO.

311.

Замечание. Для вырожденных ядер метод Бубнова
— Галер-

кнна дает точное решение, а для общего случая он эквивалентен замене

ядра К (х> t) на вырожденное L (х, t),

§ 25. Приближенные методы отысканий

характеристических чисел

1. Метод Ритца. Пусть имеем интегральное уравнение

с симметричным ядром К (х, t) = К (t, x).
Выберем последовательность функций {фи (х)}, ^^ (х) S Lt (a> *)

такую, что система {-фп (х)} полна в 12 {а, Ь) и для любого п функции
% (*)> ^2 (х), ■ .

-. i|>rt (л) линейно независимы на [о, Ь[. Полагаем

причем коэффнцнентЬ| ffft подчиним условию j|q>rt || = I ч гри этом

условии ищем стационарные значения ньедратичиоЛ формы

Приходим к однородной линейной системе относ1гтельно коэффициен-
коэффициентов ctfc (а—множитель Лагранжа):

Для существования ненулевого решения B) определитель системы B)
должен быть равен нулю:
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Корни уравнения C) ддют приближенные значения собственных

чисел ядра К (,£, /). Наибольший из корней уравнения (I) дает прибли-
приближенное значение наибольшего собственного числа с недостатком. Находя
а из C) а подставляя в B), ищем ненулевое решение ok {к = 1, 2, . .

., н)
системы B). Подставляя найденные значения ак в (]), получаем прибли-
приближенное выражение собственной функции, отвечающей найденному соб-

собственному значению.

При м,е р. Найти по методу Рнтца приближенное значение наи-

наименьшего характеристического числа ядра

AT (.v, 0= xt\ a= 0, й = 1.

Решение. В качестве координатной системы функций i|jh (x)
выбираем систему полиномов Лежандра:-ф/( (х) — Ptl Bл — |), В <jjopi\fy-
ле (J) 0JpaHH4FL\icfl двумя слагаемыми, так что

Фз (х) = av Рй Bх — J) + ав. Рг Bх - I).
Замечая, что

находим:

= J Bл: — 1) dx = 0;

Далее,
L t

an

l l

11

a a

Ч Ч

Система C) в этом случае принимает вид

А 12

12 36 3
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или

0s —e In -f т(—и.

\ 1
Отсюда 6i = 0, 02 = ".Наибольшее собственное зьачение e3=-^-, эна-

1
чит, наименьшее характеристическое число л=

— =3,

По методу Ритца найти наименьшие характеристические
числа ядер (а = 0v b = 1);

312, K(x,t)

x>t,

314.

2, Метод следов. Назовем m-м следам ядра К (х, f) число

где К^С-^ /) означает т-е итерированное ядро.

Для наименьшего характеристического числа Ai при достаточно

большом т справедлива следующая приближенная формула:

Формула (I) дает значение f At | с избытком.
Следы четного порядка для симметричного ядра вычисляются по

формуле
Ь Ь Ьх

x,t)dxd£=2[{ JCj^jf * t) dt dx. B)
ал а а

Пример. Найти по методу следов первое характеристическое
число ядра

М. Л. Краснов Л др.
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Решение. Так как ядро К {х, t) сниметрнчно, то достаточно най-

найти Кг (х> i) только при ( < хг

Имеем

1 t х I

K{x,z)K{z
О О ( X

= xt — —

.

Далее, по формуле B) для т — 1 и т = 2 соответственно находим:

1 JC 1 * 1

1

л

0

X

X \
I)

0

1

0

(*.

X

= 2J\a + 12 + 7-36" 3
""

15 + 30/ dx =
630

'

о

+ 12 + 7-36" 3
""

15 + 30/ dx =

Тогда согласно формуле A)

630

Методом следов найти первое характеристическое число

следующих ядер (й = О, Ь — 1):

315. К (х, 0 =- ^.

316. К(х, 0 = ^/2.

317. К(х, 0= ,

l
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318. /f(x,0- . „ м
•— у Kt In я,

3. Метод Келлога. Пусть К. (я, *) — симметричное ядро,
которое для определенности будем считать положительна определенным,
и пусть а(х) —произвольная функция из Lj (а, Ь), Строим последо
вательность функций

(*)

. . J
и рассматриваем числовую последовательность

Пусть ч?! (jf)f %,(х), ■ , ,—ортонормироранные собственные функции
ядра К (*> i) и К К ^а ^ ■ ■ '— соответствующие характеристические
числа. Пусть, далее, функция О) (х) ортогональна к функциям <pL (a:),
ФЕ (л>, . .

., <pftj., (ж), но не ортогональна к собственной функции фА (х).
Тогда последовательность B) имеет своим пределом А-е характеристиче-
характеристическое число kk.

Последовательность функций сходится в этом случае

к некоторой функции, являющейся линейкой комбинацией собственных

функций, отвечающей характеристическому числу ^А. К тому же пре-

делу, что н поеледовйтельвость {2), сходится последовательность

1 1 C)

Если (ю, q?i) ^= 0, получаем дае приближенные формулу для нанмень-

характеристического числа:

\7

E)
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причем формула D) дает значение Ху с избытком. Если ядро К (х, t)
не является положительно определенным, то формулы D), E) дают

приближенное значение наименьшей абсолютной величины характери-
характеристического числа данного ядра. При удачном выборе ш (х) метод Кел-

Келлога сравнительно прост для вычислений,

Недостаток метода в том, что заранее не известно, какое т характе-

характеристических чисел удалось определить.

Пример. По методу Келлога вычислить наименьшее характери-
характеристическое число ядра К (xt t) = x^t3, 0 -^ х, t^ L

Решение. Возьмем ю (х) = х. Тогда
1

v2

1
dt = -j

= \ х- -^

=I& x

Далее,

i I

Таким образом, согласно D)
1 t
4 >-

~

1 1

1

По методу Келлога найти наименьшие характеристиче-

характеристические числа следующих ядер:
310. %{х, f) =xt, 0 < ^, ^ < 1.
320, К (xt t) — sin x sin t\ —я ^ дг, i < п.

321.

322, К (*> 0 -

I,

ix



11,

13.

ОТВЕТЫ

9. у(х) = — х+{(t—x)y(i)dt. 10. (р(л:) = 1+ [<?(() dt,

в о

12. <р(*}^5—

[sin л— ек {х —

15. Ф (дг) = cos х — 2х A 4- л2) — ^ A + д*) (jf — О ф (t) dt.

а

16. ) ^+ 1 { 1) ?U +

о

19. 4=sh ТТ(*—0(Л->0}, 20. ^i+x?t*-f>. 21.
г А.

25. a**4^*4*. 26, **-'(*—f-|-2). 27.
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28. . 2Э. одно

ний соответствующего дифференциального уравнения i/i (л) = е .

31. v?=sh УТ(л—() 32, 1. 33. (*— 0е"<ж"°.

34. е~
i

. V$

. 2г;х-' A+ * — 0-

37.
1 1 ^

y^ —

ycosjf-*rysinjt. 38, ф(х}^

39.

40. ч(х) = е**-х-2х. 4К ф (л) = ?*1+2яA + 2дг).

42. ф(г)=?г*A +**)«

43. ф (.v) = 1+jf,
^ г arctg л: - тг [п A -f j*).

44. q>(j]i=e
2

(* + l)—1. 45. у (х) = е* (■£--{-1\ •

46- <f{x)
— sinx. 47. <(>(*) = cos д:. 48. ф (,г) == ch x.

49. ф(а) = 1 50. ф (jc) = >;. 51. <р (j) s/, 52. ф)л

53, ф(л-) = 2. 54. ф(л) = ла — 2л, 56. ф (х) ~ 0.

57, фг (лг) = 1 + х -г-£& + д- ;Р -- -2^-а^ + ^ ^

58. ifo(Jf) = —*Ч--д ЧГ+W 59- *(*

л:2 1
60. у{х) = х— -у . 61, ф (я) =-^-(Зй** — 1).

л:2 1
= х—

-у . 61, ф (я) =-^-

=Sinjf, 63. {) 1).

ill X
-=

у
-

т -f ^
е"**, 65. ф (х) = jf + "jf

t 1 л3

-TSinii-isIij;, 67. ф(^)=^л—-у-.

64.

66- K.rlii
2

!5Sr ф(л)^г. 69. ф(я) = -^-sh

70, ф(л:) = 1 +2хск . 71. ф(л->т=
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72. <p(*) = e*+-7r(co$,>: + siTi*). 73.

I
q>i {*}=(* + 2) sin ж-j-B*-f- 1) cos jc;

1.
_

. 1

77- ф1 (jc) = 2 Sin x\ fpa(.v)
— 2 cos x— 1; фз (*) = x.

78. (pi (x) = cos x', tyt {x) = sin x; фД (,f) = sifi x + cos j.

I ф1 (j^J =^ 11 -f- .,1 cos x -J- "г~ sin x;

n.
*

cp* {x) = 1 — * -\- у
sin * — [ 1 -\- -j J cos к;

фз(л)^ cos л— I -{- И -}- у) sin jr.

82. ф(л)
— -r^sin^. 83. (${x) — \—e~x—xe~x.

84. ф (jt) = 1 — cos x. 85. q>(*)= 1 — sr+2($in^ — cos*).

86, <p(*) = *"— *Г*. 87. л

88. ф(^) = соз j; —sins:. 89. ф)д)=^ 'a'-TT
"

92. <p(r}=;^(jrj — /(д-)|пл. 93, 9(л) = ^л\

94. фМ = *0в . 95. Ф(дг)^^'

1 I COS i
107. у fx) = -zr-\ r-^-= ft-

о

— 1- x л

Ю&, ф(*) = -^-(*
2

+^\^rf
'

Л) . 109,
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'

f(utv)dudv

hDx — равнобедренный прямоугольный треугольник с вершиной в точ-

точке (х, у) и гипотенузой на оси Оа плоскости UOV.

115. m/rl^sinx. 116. mi*) = 1, 117

. И4.

15
118. ц>(х)=-7~х. ] 19. <[>(.v)

120. f (л) = 2л— х'К 121. ф(х)

122. у{х) = Ъ\{хе-х — Х*е-'). 123. ф(л;) = Л(д:).

124 =1-^. 125. *<) 1|2

12G. Имеем л2 — /* = ** — 2xt + ^ -J- 2xt— It* ={x — tf -\-2t{x — I).
Поэтому

X X

2

D

Переходя к изображениям и применяя теорему умножения и теорему
дифференцирования изображения, в силу которой ftp (t) == — Ф (р),
получим

илн

Решая это дифференциальное уравнение, находим

1
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В силу того что Ф(р) есть функция-изображение, должно Ф(р) -«О
1 1

при р -*• «■, так что С —0, и, значит, Ф (р) = -j- , откуда <р (*) = -тг •

127. ф (jt) = С — х. 12». ф (х) = С + А B У*). 129, я> (*) = С-\- х.

130. ф (д:) = 2 + б (х) — Ь' (х). 131. ф (s:) = Й {*) — sin д:.

132. (pW = 6 (л) + 3. 133. ф (х) = 1 + х + Й (л) + 6' (х).
134. ф (*) =* 1. 135, <р (х) = Jx {x).
136. q? (л) = ^/j (д:), /i(a:) —модифицированная бесселева функция

1-го рода. В задачах 141, 142 указанные функции не являются решениями

соответствующих ннтегральных уравнений, а в задачах 137-—140,
143—14& указанные функции — решения.

/ 2
2x—i+ (* + f—2jtf —-И

146. R(x, t;k)=: % jt—~

x + t xt !

1—4—- —+ T
147. R (*, t; Я) = js

148. R(xt t\ ^) = sin л: cos Л

sin jtr — situ — ji(! -[-2 sin
f\)^149. R{x,f,L

s:+^+l +2
150. Д (jc, /; X) = 7

1— 2Л,

151.

152. К (jc, f, X) =

4 \

1E4 ГУ I v /- \\

154. /? (Л t; I.) =

„
x — sh* — 2

155. R(.a)= r+
156. <p(jc)=l.
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159-
+ 2* sh x

у) (х-/), А'Й.Д*. г) =

= 2 (- 1)" (-з) (xt + з") (п - 1, 2, 3,.. .)-

162.

4—л
, 0 = —jg—sin (jf —■ 0-

163. 3/2 + у д-; + j -у- t) = 3- (jc + «2 у j
56 8 Д

а:3 (х, о = 45" <*'+ /3) + т -^ -4л7 н- it ■

F4' ^ая-1 ^' ^ - BnKrt (j: + sin (),

Kzn (x, i) = BлJ"-1 (i + xtln t) (в = i, 2t. .

165, /fn (*,/)» xe*.

cr,s /,166- Kn (x, t) = (—J

167.

ree.

■г

2
О < я < 1 -

\т. Я(*.лм--2г^*гг17Х5 l^K-^rrr

170. R {x, t\ X) -r.

171, R {x, t\ X) =

2 sin тcos t
Я | < 2.

К Т •
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3A+*)(! — t)

5*/
173. R {x; t; X) = ь_ 2Х

;

Ы

175. Й(л, /; X) = sin x cos i

5
А [< ^ ■

1
176. R[x, ft X) = jzT

— 1)

180. ф {.v) г=

181.

in3 x- + 2x — Л>

2 ■£<*)= -д- JL Н- clg 3f-

186,

187.

188.

190.

192,

193.

194.

48

2-

171

2 sin лс—ju.cc&x
;. 189. <р (х) --= 2

4
. д3^й

—

л. I9L ф (х) =
15

IJ

15

— ±Ъя*. 195. ф (х) = 0.

8
19S. Решений не имеет. 198. bi = ■

__

■<, , q>j (л) =__
<, ,

1
199. Нет. 200. kl=-rl
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2 2
201. *.!=——-, Ла =

—

; (pj. (*) = sin л, <fc {л) =s cos Jf.

202. Действительных характеристических чисел и собственных

функций нет.

203. Lj^Xs — — 3; ^{*)=гС|*+Са^,
1 5 10

204. *!=■£■ ; ф, (х)~ -j* + Тй
1 3

205. bi = j ; ф1 (л) — у л- + ха,

206. Л.1 —«; <ft(je)=shjc. 207. Нет.

208, Действительных характеристические чисел я собственных

функций нет.

209. Хп s= — л?п2; <prt (л-) = 31 л плх (л = 1, 2,. ,.).

21ОгЯо=1; ф0(■?) = <?*; ^ — — л1^- фи (j:J = sin

-f- nit cos/гял; (л = I, 2, .. .).
I

2J1. Х„ = —з"|^: флИ= ^пцял + ц№совцл*. гДе Ил

1

рень уравнения, р—
—

— 2ctg (*.

(л = 1, 2,. . .).

/ t \«

213. Я^-^/14-vJ — 1; ^W^sln^

где ця
— корил уравнения tgn.fi = —.^tgl-

215. Ая=*1 —Ji*; ^„(^^slnfi^ + ^cos^^ где (i4—корни
1

уравнения 2ctgrt|.i ^=jj.—
—

.

216. Ха^—vz—; ф„ <*) = sin |i,, ж + finco5|tnJ£r, где

1

[Ал
— корни уравнения 2 ctg ц = fi

—
•—

.

217. J.n = l—(*^; 4>л(л) = з1п|1ч,г, где р.и —корни уравнения

>0),
Я3 Я4 I + £" 

2; б) 1; в)221
Я Я

a) -J--2; б) да -1; в)

222, ф,(х) = 1; ч^(л:)=2,т—f. 223.
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224.

225. ** = —, = cos 2x,

227 3, L_ _,
.

(*)— sinnx (n=l, 2, , . .).

228. а)-г; Ф(л)=+У^ г: б)

в) 1:

230, Тотек бифуркации

231. <y (x) =

232.

234, ф(х) = С|л:|, 2М

236, tp(x)=^sin ~y
. 237.

C-sin *, X^— -r-1

—1,
233,

238- � (*1 -
2ц cos -^ cos fi I л: — -j ]"~ S|n

, 239. ф(л) = — cos*.

240. ф (х) =

cos УХ-
COSJt

shit 1

f i(rt-

УЛ. + -1

/ — I-

-X)

-JC)

-1
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f 3 (sh ft + \i ch (U) + sh (j fo — 1) — 2ц ch ц, (x — 1)

241. ч>(х}^
о (и = 2

^' —1),

242, Ф(х);=<л —jfp. 243,

244.

4-—;^—, если ^=VX + 1, Я>—1,

— u. —2 sin (i 4 2jacos udli 2 2

245. V(^)=,

x* x* i
„

-r--"^-
— ■?■ * егли Я — — 1.

, если ц
— 2

. если и =
tire .

^81

<P (л) г I, еелн Я = 0; fi не явлвется корнем уравнений

UJt ЦЯ JAJt

cos -y-+-^sin-2- = 0.

2?u 2 2
246. Ф (i) = i + 5—zr- cos^ xf X ф

—

, При >. — -г- решений

247,
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246. <?(*) =

решений нет.

249

—Г. При л =

175

_\_
я5

I-h, JC — 2л ■— 5л. — то)

(X + 3)а

При ?i = — 3 решений иет.

250.
41 3

к3 — -ту- i + Сх2* если ^ — -g"'

ПрИ X =а -

251. <р

-у- решений нет

~~

\СЛ cos л +

1И

с3 sln2jc + sin х, если *.= I.

ch
252. если К~ — 1;

если Х = ц2^—1, где р. не является корнем уравнения ch|i =

где ц н& является корнем уравнения cos р. 4- [Asinp. th I = 0, В ос-
остальных случаях решений нет-

253.

254, Очевидно, что уравнение у0 {х) = 0 при условиях у @) = #()
у' @) — у' (I) имеет бесчисленное множество решен й у(х) = С По-

Поэтому функции Грнна для этой краевой зйдачн не сущестэует-
255. Функции Грина не существует.

2Б6.

<х-

Т

257 С (х, %) =
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258.

259, Фуякцнн Грнна не существует. 260, функции Грина не суще-
существует.

Ash*

feshfe

262. С (*, О =

CDS £, — Х-\-~Г

I 2sinT

263, Функции Грина не существует.

ЛЯ

а (ж,

266. G (*,*)»

Й67.



268. G (х, I) =

269.

270. С (*,

271. <3 (а:, I) =

272. О (л, $) =

ОТВЕТЫ

1

177

tn

ln

In

lln:

1-х

1-5
1J1M-S"

In-г ,

' 

1—Л,

2 A 4- K>
e

Iе '

При A,= 1 <j (x, Z) = — ■£■ e~J"r"^l не зависит от Л При л —— I

функция Грина не существует.

274, # = *—
—

SLHX. 276. ^
= -^-(л3 — 4

1 1

278, у -= 2 (зЬл — sh {.v — 1) — sh 1], 279. (/ = sh j; -|- (/— x) ex.

280. у = 2 cos i + B — -^-J sin x + Л3 — 2-
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2S1.

где G(x, £) =-

'lx

282. —it

'**<*■«-{{!
283. у ( з= X \ tf (*, stn^ + ~r

где G (x, i) =

284, — S),

28Б.

где 0 (*> ?) =
-пг№-х).
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286.

где О {х, i) =

287, !/(*)=£*—;

где G {х, 5) =

292. q- {х) = cos x. 293. «f (*) = ** — у (ch д: — cos ж).

294, ф (х) ^ ■■g[" л:4 4- ch 2дг.

1
29S.

296.

л (^ - 1I.

1

1
297. ф (х) ^'iJ.tf

ГГ1 • 299, <p (x) = ^7

300.

301.

302. 9(^=^— ^—0,5010^ — 0,1671*3-0,0422*4; | «p-^
точное решение ф(д:)=1, 303. ip (л) = x + cos *; |<p— (p|<0,03;
тонное решение ф (л) = 1 -
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~ 1
_

~

304, <р(л)
= "v£3*—i +f *); J<p — Ф|<0,012; точное решение

f (Д) = *■

л
,

1 /58 16 52 Л
305, <p(i) = -^ + ySin j: + l-g j-sin 1 — -jjcoel I jfl;

| Ф — ц)|< 0,0057; точное решение (f> <jc) = xr

4
306. <p(jc)=l +"g-*; <M*) — ^

/ 5 1
307. <p?t (л:) = 1 — — I дг; фо{л) —0; точное решение ф {#)=*.

22 1 2 1 1.1

<fo(x)=ii; точное решение фШ= cos* + tg 1-sinx, 309. ()
= б^3 -[- 1 — точное решение. 310. q>8(j:) = i—точное решение.

311, фа (х) ~ i —точное решение, 312. ki™5-=- (точное значение

?,i = 5). 313. ^ = 2,486; А« = 33,181. 314, X, = 4,59. 31Б. fclS=3
316, ^i = 5. 317. ^^4,19. 318. Я!^б,78. 319. ^ ^ 3. 320. Хг ^= А.
321, ^^2,475, 322, ^ = 4,в9в.



ПРИЛОЖЕНИЕ

СВОДКА ОСНОВНЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

I. Интегральные уравнения Вольтерра

Интегральные уравнения Вольтерра 2-го род а:

K(x.t)<H()dt, A)

1, Метод резольвент. Решение уравнения (I) дается фор-
формулой

X

Функция R {х, t; X) — резольвента интегрального уравнения A)—
определяется как сумма ряда

где итерированные ядра Кп+1 (х, I) находятся по рекуррентной фор-
формуле

Ki{x,t}=K(**i) {*=!. 2 )

2. Метод последовательных приближений-
Решение уравнения A) определяется как предел последовательности

{(fn (х)}, и = О, 1, 2> . ,
., общий член которой находится порекуррент-
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ной формуле
X

и

Часто в качестве нулевого приближения tpe (х) удобно брать функ-
функцию / (л").

3. Интегральные уравнения Вольтерра
2-го рода типа свертки

решаются с помощью преобразования Лапласа.
Пусть/ (а), /С (л-) и ф (л) явлнются функциями-оригиналами, и пусть

/ (л) = F (р), К (х)
-' К (/'). ф W = <Р (/')■

Применяя к обеим частям уравнения F) преобразование Лапласа и

используя теорему умножения, найдем

Оригинал ф (д) для Ф fp) будет решением уравнения F).
4, Интегральные уравнения Вольтер

1-го рода

где

К(х, х)фО,

путем дифференцирования сводятся к интегральным уравнениям Воль-
терра 2-го рода вида

5. Интегральные уравнения Вольтерра
1-го рода гипа с в е р т к я

A0)
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решаются с помощью преобразования Лапласа. Если f (х), К (а) и

Ф (xj являются функциями-оригиналами и

f(x)=*F (р), К (х) -■ К (р). Ф U) = Ф (Я

то, применяя к обеим частям уравнения A0) преобразование Лалласа

и используя теорему о свертке, получим

Оригинал ф (*) для функиии Ф (р) будет решением уравнения A0).

11. Интегральные уравнения Фредгольма

Интегральные уравнения Фредгольма2-го рола:
ь

t^\{x). A2)

I. Метод определителей Фредгольма. Решение

уравнении A2) дается формулой

где функция

/?(*, t,X} =

называется: резольвентой Фредсольма уравнения A2). Здесь

A3)

A4)

(ift)

A6)

Коэффициенты £„(*, t), Cr определяются соотношениями

К {x, t) К (*, /i) ... К (xt tn

A7)
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Be(xt f)=

с =

, t),

,h) K{k, it)

Рекуррентные соотношения:

K{U> tn)

K(h, tn)

КA„,(л)

Бл {х, () - CaK {х, в-п^К {х, s) Ba_x (s, 0 <Jst A9)

>= 1, В» (х. 0= /С Of, 0-

B0)

2, Метод последовательных приближений.
Интегральное уравнение A2) можно решать методом последовательных

приближений. Для этого полагаем

где 1рл (х) определяются по формулам:

ь

B1)

Здесь

, t) t {I) dt нт, д.
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в вообще
ь

Кя (х, 0 ^ J К (*. г) /(n_t (г, /J Л, и = 2, 3, . . . B2)

причем /Ci (л, 0 = f (■*» ')•
Функция Кп {х, Oi определяемые по формулам A2), называются

итерированиями ядрами.
3. Интегральные уравнения с вырожденным

ядром:
b '.

М=Г<*). B3)

Решением уравнения B3) будет
п

£=1

где постоянные С& находятся из линейкой системы

■ {1 — \a~z) C2 — ,..
—

— Ул Ci — %anJ2«~ ... ~\- A —:

B5)

Здесь
ь ь

«ftm = 5 «* @ bm <0 d^ U
а о

(А, т = 1, 2, . . . , n).

Если определитель системы B5) не равен нулю, то уравнение B3) имеет

единственное решение B4).
4. Характеристические числа и собствен-

собственные функции. Значение параметра У-фО, при котором однород-
однородное интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода

К (я. i)q>(i)dt = Q B7)

имеет ненулевое решение (р (л) ф 0, называется характеристическим
числом уравнения B1) или ядра К {х, t), а ненулевое решение этого урав-

уравнения называется собственной функцией, соответствующей характери-
характеристическому числу Я-
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Если ядро К (х, 0 непрерывно пли квадратично суммируемо в квад-

квадрате Q {« < х, t ^ Ь), то каждому характеристическому числу X соот-

соответствует конечное число линейно независимых собственных функции.
В случае уравнения с вырожденным ядром

V (j

ь

- X jj [" V @ <« -

характеристические
нения

1 —;

числа являются корнями алгебраического урав-

урав1 —

B9)

где Д (к) — определитель системы B5); степень этого уравнения р ^Г п.

Если уравнение B9) имеет р различных корней A ^! р ^ п), то

интегральное уравнение B7) имеет р характеристических чисел Д.ь
^а, , .

,, ^, которым соответствуют собственные функции

=2 = i, 2,

k=\

п) — решение системы B5), соответствующее

Хт [т= 1, 2,

Здесь С£"* (* = 1, 2,

характеристическому числу Хт [т= 1, 2, , ,
,, р). Для произволь-

произвольного (невырожденного) яара характеристические числа являются нуля-
нулями определителя Фредгольма D (X), т. е. полюсами резольвенты
Я {х, t; X).

В случае, если ядро К (х, () является функцией Грина некоторой
однородной задачи Штурма —Лиувилля, нахождение харакгеристиче-
ских чисел н собственных функций сводится к решению указанной задачи

Штурма
— Лиувилля.

5. Неоднородные симметричные интеграль-
интегральные уравнения Фредгольма 2-го рода:

— >.$ К(х, (■■»)

Пусть \л (п = 1, 2, . . .) — характеристические числа, а <рн (х)
(п = 1,2^ ..,) —соответствующие им собственные функции ядра
К(х, t).
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а) Если параметр кфкп (п
—

1,2,,..), то интегральное урав-
уравнение C1) имеет единственное непрерывное на [а, Ь) решение

П4-Х 2 , \ %><*)• C2)

где

ь

an^i(x)<fn(x)dx. C3)
а

Ряде правой части C2) сходится абсолютно it равномерно на [а, Ь\.

б) Если параметр А. совпадает с одним из характеристических чисел,

например % = Kkt ранга # (кратность характеристического числа kh),
то уравнение C1) имеет бесконечное множество решений тогда и только

тогда, когда / {х) ортогональна ко всем собственным функциям характе-
характеристического числа kft, т. е. когда выполнены q условии

Их) Ч1П№ <**'---$ (m^l. 2, . . .,q). C4)

Все этн решення даются формулой

+ C*pi (.v) + Ctqjs M + ь С^ (л), (зг>)

где Сь ....
С — произвольные постоянные, ф, (jc)f . , .. ф? {-V) — соб-

собственные функцин ядра, соответствующие характеристическому числу irh.
Если хотя бы одно нз q условий C4) не выполнено, то уравнение C1)

решений не имеет.

Если функция f (x) ортогональна ко всем собственным функциям
4>п (х) ядра К (.v, t), решением уравнения C1) будет сама эта функция;

<р(*) = /(х).
6, Интегральные уравнения Фредгольна

2'ГО рода, собственными функциями которых
являются классические ортогональные функ-
ц, н и:

t

я) Ф(л) — X ? ДГ (ж, Оф(')Л= 0, C3)

«с
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Характеристические числа;

Собственные функции:

1я[х)=&1П—— (n=t 2, . . .)■
1 1

б) <р (*) — Ь J К (х, 0 ф if) Л + у J ф @ d/ = О,
-1 -1

где

1 1+JC
1л

4

Характеристические числа; А.„ — л (п -\-1). Собственные функции;
Ф„ (л) — Pft (i), где Рп (х) — полиномы Лежаядра, определяемые фор-
формулой

Так как Ро (х) = 1 и Рх (х) = х, то, аользуясь peKyppeidTHoft формулой

можно найти полиномы Лежандра любой степени п■ = 2, 3, ...

в) ф (ж) — X *\ К [х, I) Ф (/) dt *= О,

гле

Характеристлческие числа: Я.( ^ af:I где afI
— корки трансцендентного

уравнения /у (л) = 0. Собственные функции; фп (л) == /v (апл), где

Jv(x) —функции Бесселл 1-го родз порядка v. Функции Бесселя 1-го
рода определяется формулой

t =о

( х
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г)

где

X+t +W

2

x+t

2

Характеристические числа:

Собственные функилн:

где Z,^ (лг) — полиномы Чебышева — Лагерра, определяемые форму-
формулой

Пользуясь рекуррентной формулой

можно получить полиномы Чебышева — Лагерра любой степени п,

зная L0(x) = 1 н £х (je) = — дг-f- !•

Д)

где

J-e^

Характеристические числа:

1 T-V

=0, 1,2,...)-
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Собственные функции:

<Рп(х)^еТНп(х),
где Ип (х) — полиномы Чебышева —Эрмита, определяемые формулой

Зная Яр (х) = I и Hi (х) = 2х, можно получить полиномы

Эрмнта лю<1ой степени, пользуясь рекуррентной формулой

^2jcfffl (х) - 2пНп_х (х).
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